
幾何学 I　演習問題 No.1　 (2020年 4月 15日)

第 1回レポート課題　以下の問題 2を解いて，4月 21日 17:00までにPandAでオン
ラインで提出してください．
今回のレポート課題はオンラインでの提出の練習，および，PC環境等が整って

いるかどうかのテストを兼ねています．(またTAの方には採点ができるかどうかの
テストも兼ねています．) 今回のレポートの点数は最終成績には反映させませんの
で，何かを提出してみて下さい．もちろん可能な限り内容のあるレポートをお願いし
ます．今後とも幾何学 Iの履修を継続する予定の人で，レポート問題の提出がPC環
境等の理由によりできなかった人はメールで入谷 (iritani@math.kyoto-u.ac.jp)
まで連絡してください．

基本問題

問題 1　Xを位相空間，A ⊂ Xを部分集合とする．Aに相対位相を入れるとき，包
含写像 i : A→ X, i(a) = a は連続であることを示せ.

問題 2　X を距離空間とする．距離から定まる位相についてX はハウスルドルフ
であることを示せ．

問題 3　ハウスドルフ位相空間X の部分集合 Aは相対位相についてハウスドルフ
であることを示せ．

問題 4　X, Y を位相空間，f : X → Y を連続写像とし，A ⊂ XとB ⊂ Y を部分集
合であって f(A) ⊂ Bが成り立つものとする．A,Bに相対位相を入れるとき，f を
Aに制限して得られる写像 f |A : A→ Bは連続であることを示せ．

問題 5　写像 f : Rn → Rmについて，次は同値であることを示せ．

(1) ∀x ∈ Rn, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 such that ∥x− y∥ < δ =⇒ ∥f(x)− f(y)∥ < ϵ

(2) 任意の開集合 U ⊂ Rmについて f−1(U)はRnの開集合

標準問題

問題 6　 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1} を 2次元球面とする．S2にはR3

からの相対位相を入れるものとする．これに次のようにしてC∞級多様体の構造を
定める．

(1) S2はコンパクトハウスドルフ位相空間であることを示せ．

(2) U = S2 \ {(0, 0, 1)}, V = S2 \ {(0, 0,−1)}とおく．授業で説明した立体射影の
方法により写像

φ : U → R2 ψ : V → R2

を定めて，その具体的表示を与えよ．ただしφは北極 (0, 0, 1)からの立体射影，
ψは南極 (0, 0,−1)からの立体射影である．

(3) φおよび ψが同相写像であることを示せ．

(4) 座標変換 ψ ◦ φ−1および φ ◦ ψ−1を計算し，C∞級であることを確認せよ．ま
た座標変換の定義域も明示せよ．
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問題 7　 (X,OX)を位相空間, p : X → Y を全射とする．(pに関する)商位相とは次
で定義される Y の位相であったことを思い出そう．

OY = {U ⊂ Y | p−1(U) ∈ OX}

Zを別の位相空間とし，写像 h : X → Z, g : Y → Zが以下の可換図式を満たすとす
る（つまり h = g ◦ pとする）

X
p //

h   A
AA

AA
AA

A Y

g
��
Z

このとき，
gが連続 ⇐⇒ hが連続

を示せ．(この性質は大変有用である．）

問題 8　R2に次の同値関係∼を考える．

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ x− x′ ∈ Z, y − y′ ∈ Z

2次元トーラス T 2をR2をこの同値関係で割って得られる商位相空間と定義する．

(1) T 2はコンパクトハウスドルフ空間であることを示せ．

(2) p = (x0, y0) ∈ R2に対して集合 Up ⊂ T 2 及び写像 φp : Up → R2を次のように
定める．

Up =

{
[(x, y)] ∈ T 2

∣∣ |x− x0| <
1

2
, |y − y0| <

1

2

}
φp([x, y]) = (x, y) if |x− x0| <

1

2
and |y − y0| <

1

2

UpおよびU ′
p := φp(Up)が開集合であること，また φp : Up → U ′

pが同相写像で
あることを示せ．

(3) p, q ∈ R2に対して座標変換φq ◦φ−1
p の定義域を求め，C

∞級であることを示せ．

発展問題

問題 9　 {(x, y) ∈ R2 | xy = 0}は 1次元位相多様体の構造を持たないことを示せ．
問題 10　 1次元コンパクト連結位相多様体は円周 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}
と同相であることを示せ．
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幾何学 I　演習問題No.1 略解　

問題 1　U ⊂ XをXの開集合とする．i−1(U) = A ∩ U であるから，相対位相の定
義よりこれはAの開集合．

問題 2　 x ̸= y なる点 x, y ∈ X をとる．d(x, y) = ϵとおき，U = {z ∈ X |
d(x, z) < ϵ/2}, V = {z ∈ X | d(y, z) < ϵ/2}と定めると，U, V は開集合で x ∈ U ,
y ∈ V．また三角不等式からU ∩ V = ∅．(実際，z ∈ U ∩ V とすると，ϵ = d(x, y) ≤
d(x, z) + d(y, z) < ϵとなって矛盾．)

問題 3　 x, y ∈ Aが x ̸= yを満たすとする．X はハウスドルフなのでX の開集合
U , V が存在して x ∈ U , y ∈ V , U ∩ V = ∅．ここでU ′ = U ∩A, V ′ = V ∩Aを考え
ると相対位相の定義から U ′, V ′はAの開集合で，U ′ ∩ V ′ = ∅，x ∈ U ′, y ∈ V ′. し
たがってAはハウスドルフ．

問題 4　Bの開集合U をとる．相対位相の定義から Y の開集合U ′が存在してU =
U ′ ∩ B．このとき (f |A)−1(U) = A ∩ f−1(U ′)であるが，f の連続性から f−1(U ′)は
Xの開集合である．したがってA∩ f−1(U ′)はAの開集合．したがって f |Aは連続．

問題 5 (1) ⇒ (2): f−1(U)の任意の点 xをとる．f(x) ∈ U であるので ∃ϵ > 0
s.t. Bϵ(f(x)) ⊂ U . （ここでBϵ(p)は p中心の半径 ϵの開球体を表す．）(1)より δ > 0
が存在して ∥x− y∥ < δ ⇒ f(y) ∈ Bϵ(f(x)). このことは f(Bδ(x)) ⊂ Bϵ(f(x)) ⊂ U
を意味する．したがってBδ(x) ⊂ f−1(U)．すなわち任意の xに対して xを含むある
開球体が f−1(U)に含まれる．よって f−1(U)は開集合．

(2)⇒ (1): 任意にx ∈ Rn, ϵ > 0をとる．開球体U = Bϵ(f(x))に対して (2)を適用
すると f−1(U) = f−1(Bϵ(f(x))) は xを含む開集合．したがって ∃δ > 0, s.t. Bδ(x) ⊂
f−1(Bϵ(f(x))). このことは ∥x− y∥ < δ ⇒ ∥f(x)− f(y)∥ < ϵを意味する．

問題 6 (1) R3は距離空間よりハウスドルフ，したがってその部分空間であるS2もハ
ウスドルフ（問題 2,3参照)．またS2は連続写像 f : R3 → R, f(x, y, z) = x2+y2+z2

による閉集合 {1}の逆像であるから，閉集合である．さらに有界であることは明ら
か．Rnの部分集合について，有界閉集合であることとコンパクトであることとは同
値（Heine-Borelの被覆定理)．

(2) φ(x, y, z) = ( x
1−z ,

y
1−z ), ψ(x, y, z) = ( x

1+z
, y
1+z

).

(3) φが同相写像であることを示す．ψも同様なので省略する．
φの逆写像は φ−1(x, y) = ( 2x

1+x2+y2
, 2y
1+x2+y2

, x
2+y2−1
x2+y2+1

) で与えられることは直接計
算でチェックできる．特に φは全単射である．
また φはR3 \ {z = 1}からR2への連続写像の S2への制限であるから連続であ

る (問題 4より)．また φ−1はR2からR3への連続写像で像が S2に含まれるものか
ら来ているから連続である (問題 4より）1．したがってφ, φ−1はともに連続であり，
φは同相写像．

(4) 簡単な計算により ψ ◦ φ−1(x, y) = ( x
x2+y2

, y
x2+y2

)．定義域は φ(U ∩ V ) =

{(x, y) ∈ R2 | (x, y) ̸= (0, 0)}. φ ◦ ψ−1も答えは同じ．φ ◦ ψ−1(x, y) = ( x
x2+y2

, y
x2+y2

)

でその定義域は ψ(U ∩ V ) = {(x, y) ∈ R2 : (x, y) ̸= (0, 0)}.

1ここでは座標関数 x, y, z およびその多項式あるいはそれらの商で与えられる関数が連続である
ことは微分積分学で習ったこととして認めている．また Rnの開集合から Rmへの写像で各成分が連
続関数で与えられるものが連続であることも既に既習のこととして認めている．
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問題 7　 U ⊂ Z を開集合とすると，h−1(U) = p−1(g−1(U))である．商位相の定義
から

g−1(U)が Y の開集合 ⇐⇒ p−1(g−1(U))がXの開集合

である．従って，gが連続であることと，hが連続であることは同値になる．

問題 9　 X = {(x, y) ∈ R2 |xy = 0}が 1次元位相多様体の構造を持ったとし，
p := (0, 0) ∈ X の座標近傍 (U, ϕ)をとる．必要なら U を小さく取り直して，U =
{(x, y) ∈ X | | |x|, |y| < ϵ}の形としてよい（この形の集合が p ∈ Xの基本近傍系を
なすことに注意）．ϕ(U)は Rの連結開集合であるから，そこから１点 ϕ(p)を除い
た集合 ϕ(U)\{ϕ(p)} = ϕ(U\{p})は２つの連結成分からなる．一方，U\{p}は４つ
の連結成分からなり，ϕが同相であったことに矛盾．

2



幾何学 I　演習問題No.2 (2020年 4月 22日)

レポート課題No.2　以下の問題 15と問題 16を解いて，5月 12日 17:00ま
でにPandAでオンラインで提出してください．今回のレポートの点数は成績
に反映させます．締め切りを過ぎたものの提出は受け付けません．また，違
う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 11　X, Y を位相空間とする．積位相空間X × Y の開集合を記述せよ．
X, Y の開集合を使って一般にどのような形に書ける集合なのか．

問題 12　位相空間X, Y がハウスドルフのとき，積位相空間X × Y はハウ
スドルフであることを示せ．

問題 13　 f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 を連続写像とする．f1 × f2 : X1 ×
X2 → Y1 × Y2が連続写像であることを証明せよ．但し (f1 × f2)(x1, x2) =
(f1(x1), f2(x2))と定義する．

問題 14　位相空間Xの一点コンパクト化X∗ はコンパクトであることを証
明せよ．

標準問題

問題 15　 Sm = {(x1, . . . , xm+1) ∈ Rm+1 | x21 + · · · + x2m+1 = 1}に次の局所
座標を定義する．

U±
i = {(x1, . . . , xm+1) ∈ Sm | ±xi > 0}

φ±
i (x1, . . . , xm+1) = (x1, . . . , x̂i, . . . , xm+1)

ここで x̂iは i番目を除くことを意味する．

(1) φ+
1 の像が Rmの単位開球体であることを確認し，φ+

1 : U
+
1 → φ+

1 (U
+
1 )

が同相写像であることを証明せよ．

(2) 座標変換 φ+
2 ◦ (φ−

1 )
−1の定義域を与え，座標変換を具体的に計算せよ．

問題 16　 Cの一点コンパクト化 Ĉ = C ∪ {∞} の無限遠点の周りの座標
φ2 : C× ∪ {∞} → C を次で定義する．

φ2(z) =

{
1
z

z ∈ C×のとき
0 z = ∞のとき

このとき φ2は同相写像であることを示せ．
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問題 17　リーマン球面 Ĉ上の次の関数 f はC∞級であることを示せ．

f(z) =

{
|z|2

|z|2+1
z ∈ Cのとき

1 z = ∞のとき

問題 18　局所コンパクトハウスドルフ空間Xの一点コンパクト化はハウス
ドルフであることを示せ．ここで位相空間Xが局所コンパクトとは各点がコ
ンパクトな近傍を持つこと，すなわち任意の点 x ∈ X に対してあるコンパ
クト部分集合K ⊂ Xであって xを内点にもつものが存在することである．

問題 19　M , N を C∞ 級多様体とし，S = {(Uα, φα)}をM のアトラス，
T = {(Vα, ψα)}をN のアトラスとする．このとき {(Uα × Vβ, φα × ψβ)} は
M ×N のアトラスになることを示せ．

問題 20　M をC∞級多様体，Sをそのアトラスとする．

M(S) =
{
(V, ψ): M の chart

∣∣ (V, ψ)はアトラス Sに関してC∞級
}

とおくとき 1，M(S)はアトラスになること，すなわちM(S) に属する 2つ
の chartの間の座標変換はC∞級であることを示せ．

問題 21　上記のアトラスM(S)は Sを含むアトラスの中で包含関係に関し
て最大のものであることを示せ．

問題22　位相空間MにC∞級多様体の構造を定めるアトラスS, T について

M(S) = M(T ) ⇐⇒ S ∪ T はアトラスになる

を示せ．このとき Sと T は同値なアトラスであるという．

発展問題

問題 23　連続な単射 φ : R → R2であって像への全単射 φ : R → φ(R)が同
相写像でないものを構成せよ．

問題 24　位相空間R上の互いに同値でないC∞級アトラスを構成せよ．

問題25　位相空間RにC∞級多様体の構造を定める 2つの極大アトラスM1,
M2が与えられているとする．このとき自己同相写像 f : R → Rであって

(U,φ) ∈ M1 ⇐⇒ (U,φ ◦ f) ∈ M2

を満たすものが存在することを示せ．つまり位相空間R上のC∞級多様体の
構造は本質的に一意である．

1本授業では，ある chart(V, ψ)がアトラス S に関して C∞級であることを，(V, ψ)と S
に属する任意の chartの間の座標変換が (どちらの方向も)C∞ 級であること，と定義した．
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幾何学 I　演習問題No.2 略解　

レポート課題の問題 15，16については，詳しい解答を与えています．

問題 11　X × Y の積位相に関する開集合は，X の開集合の族 {Uα}α∈A および Y の開集
合の族 {Vα}α∈Aを使って ∪

α∈A
Uα × Vα

の形に書ける集合である．

問題12　 (x1, y1), (x2, y2) ∈ X×Y を異なる 2点とする．このときx1 ̸= x2あるいは y1 ̸= y2
が成立する．x1 ̸= x2であればXのハウスドルフ性から開集合U1, U2 ⊂ X であってx1 ∈ U1,
x2 ∈ U2, U1∩U2 = ∅ となるものが存在する．このとき (x1, y1) ∈ U1×Y , (x2, y2) ∈ U2×Y
であって (U1 × Y ) ∩ (U2 × Y ) = ∅. したがって (x1, y1), (x2, y2)は開集合で分離される．
y1 ̸= y2の時も同様である．

問題 13　 Y1 × Y2の開集合Oをとり，(f1 × f2)
−1(O) が開集合であることを証明する．問

題 11より Oは O =
∪
α∈A Uα × Vα，Uαは Y1の開集合，Vαは Y2の開集合の形に書ける．

ここで

(f1 × f2)
−1(O) =

∪
α∈A

(f1 × f2)
−1(Uα × Vα) =

∪
α∈A

f−1
1 (Uα)× f−1

2 (Vα)

であるが，f−1
1 (Uα)および f−1

2 (Vα)は f1, f2の連続性から各々X1とX2の開集合である．し
たがって上の集合はX1 ×X2の開集合．

問題 14　X∗ = X ∪ {∞}をX の一点コンパクト化とする．X∗の任意の開被覆 {Uα}α∈A
をとる．∞ ∈ Uα0 を満たす α0 ∈ Aが存在する．このとき X \ Uα0 は X のコンパクト集
合である．Vα = Uα ∩ X とおくとき，X∗ の位相の定義から Vα は X の開集合であって，
{Vα}は X \ Uα0 の開被覆となる．コンパクト性から有限個の α1, . . . , αn ∈ Aが存在して
X \ Uα0 ⊂ Vα1 ∪ Vα2 ∪ · · · ∪ Vαn．このときX ⊂ Uα0 ∪ Uα1 ∪ · · · ∪ Uαn .

問題 15　 (1) U+
1 = {(x1, . . . , xm+1) ∈ Sm | x1 > 0} の点 (x1, . . . , xm+1)は

x21 + · · ·+ x2m+1 = 1, x1 > 0

を満たす．したがって
x22 + · · ·+ x2m+1 = 1− x21 < 1

であり，φ+
1 の像は単位開球体 B1(0) = {(y1, . . . , ym) | y21 + · · ·+ y2m < 1} に含まれる．写

像 ψ+
1 : B1(0) → U+

1 を

ψ+
1 (y1, . . . , ym) = (

√
1− y21 − · · · − y2m, y1, . . . , ym)

で定めると
φ+
1 ◦ ψ+

1 = idB1(0), ψ+
1 ◦ φ+

1 = idU+
1

は容易に検証される．特に φ+
1 は全単射であり，その像はB1(0)に一致する．

また，φ+
1 は連続写像Rm+1 → Rmの Smへの制限であるから連続であり，ψ+

1 は連続写
像B1(0) → Rm+1で像が U+

1 に含まれているものから定まるので連続である．(問題４でこ
れらの事実が示されている．また，

√
1− y21 − · · · − y2mなどの関数の連続性や，各成分が連

続なベクトル値関数の連続性は，既習の事実として認める．) よって φ+
1 : U+

1 → B1(0)は同
相写像である．
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(2) 座標変換の定義域は

φ−
1 (U

−
1 ∩ U+

2 ) = {(y1, . . . , ym) ∈ B1(0) | y1 > 0}

である．φ−
1 の逆写像は

(φ−
1 )

−1(y1, . . . , ym) = (−
√

1− y21 − · · · − y2m, y1, . . . , ym)

で与えられるから，

φ+
2 ◦ (φ−

1 )
−1(y1, . . . , ym) = (−

√
1− y21 − · · · − y2m, y2, . . . , ym)

であることが分かる．

採点基準 　 (1) [1点] φ+
1 の逆写像が明示的に与えられており，かつ φ+

1 および (φ+
1 )

−1 が
どちらも連続であることが主張されている．(連続性の理由が書かれていればなおよいが，書
いていなくても減点はしない．)

(2) [1点] 定義域が正しくあたえられており，かつ座標変換が正しく求められている．

問題 16　 φ2をC×に制限して得られる写像 φ2|C× : C× → C×は明らかに同相写像である．
(実際 z 7→ 1/zの逆写像は w 7→ 1/wであり，これらの関数の (実部および虚部の) 連続性は
微分積分学などで既習の事実である．) また φ2は明らかに全単射である．そこで φ2が同相
であることを示すには，

U ⊂ Ĉが∞の近傍⇐⇒ φ2(U)が 0の近傍

を示せば十分である．

U ⊂ Ĉが∞の近傍⇐⇒ Ĉ \ U があるコンパクト閉集合に含まれる

⇐⇒ Ĉ \ U は Cの有界部分集合
⇐⇒ ∃M > 0, {∞} ∪ {z ∈ C | |z| > M} ⊂ U

⇐⇒ ∃M > 0, {z ∈ C | |z| < 1/M} ⊂ φ2(U)

⇐⇒ φ2(U)が 0の近傍

より従う.

採点基準 　 [2点] φ2が z = ∞で連続であること，また φ2の逆写像 φ−1
2 が w = 0で連続

であることの両方が示されている．一方だけだと 1点とする．

問題 17　授業でおいたようにφ1 : C → Cを恒等写像で与えられる Ĉの座標近傍とする．こ
こで f ◦ φ−1

1 (z) = |z|2
|z|2+1

= x2+y2

x2+y2+1
および f ◦ φ−1

2 (z) = 1
1+|z|2 = 1

1+x2+y2
は C∞級関数で

ある．ここで z = x+
√
−1yとおいた．定義より f は C∞級関数である．

問題 18　X の 1点コンパクト化を X̂ = X ∪ {∞}とおく．包含写像 i : X ↪→ X̂ に対して，
X̂ の開集合は，∞を含まないとき i(U)（U はX の開集合），∞を含むとき X̂ \ i(K)（K
はXのコンパクト閉集合）として定義されていた．今XはHausdorffであるから，X̂にお
いて∞とそれ以外の点が開近傍で分離されることを見ればよい．X は局所コンパクト空間
であったから，任意の点 x ∈ X に対して，x ∈ K̊ ⊂ K ⊂ X なるコンパクト集合K が存在
する．よって X̂ の∞以外の点の開近傍を U1 = i(K̊)，∞の開近傍を U2 = X̂ \ i(K)と選
べば，U1 ∩ U2 = ∅となる．以上より X̂ もHausdorffである．
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問題 19　座標変換がC∞級であることを示す．(Uα, φα), (Uγ , φγ) ∈ S，(Vβ, ψβ), (Vδ, ψδ) ∈
T を用いて，2つの座標近傍 (Uα×Vβ, φα×ψβ)，(Uγ ×Vδ, φγ ×ψδ)を考える．座標変換は

(φγ × ψδ) ◦ (φα × ψβ)
−1 = φγ ◦ φα × ψδ ◦ ψβ :

(φα × ψβ)((Uα × Vβ) ∩ (Uγ × Vδ)) = φα(Uα ∩ Uγ)× ψβ(Vβ ∩ Vδ)
→ (φγ × ψδ)((Uα × Vβ) ∩ (Uγ × Vδ)) = φγ(Uα ∩ Uγ)× ψδ(Vβ ∩ Vδ)

と書ける．φγ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uγ) → φγ(Uα ∩ Uγ)，ψδ ◦ ψ−1

β : ψβ(Vβ ∩ Vδ) → ψδ(Vβ ∩ Vδ)
は C∞級の座標変換であるから，(φγ × ψδ) ◦ (φα × ψβ)

−1も C∞級である．

問題 20 （共通部分が空でない）2つの座標近傍 (V1, ψ1), (V2, ψ2) ∈ M(S)をとる．S =
{(Uα, φα)}とおくとき，M(S)の定義より，ψ2◦φ−1

α : φα(Uα∩V2) → ψ2(Uα∩V2)，φα◦ψ−1
1 :

ψ1(Uα ∩ V1) → φα(Uα ∩ V1)は C∞級となる．よって ψ2 ◦ ψ−1
1 = (ψ2 ◦ φ−1

α ) ◦ (φα ◦ ψ−1
1 ) :

ψ1(Uα ∩ V1 ∩ V2) → ψ2(Uα ∩ V1 ∩ V2)も C∞級となる．V1 ∩ V2 =
∪
α(Uα ∩ V1 ∩ V2)より

(V1, ψ1)，(V2, ψ2)の座標変換は C∞級である．

問題 21　M(S)に含まれない S を含むアトラス T があると仮定すると，座標近傍 (V, ψ)
でM(S)に含まれないものがとれるが，T は S を含むから，(V, ψ)と S の（共通部分が空
でない）任意の座標近傍との座標変換は双方に C∞級である．しかし，これはM(S)の定
義により，(V, ψ)がM(S)に含まれることになるから矛盾である．よってM(S)は S を含
むアトラスの中で包含関係に関して最大のものである．

問題 22　M(S) = M(T )が成り立つとき，T はM(T )に含まれるから，T はM(S)に
も含まれる．M(S)の定義により，T に属する任意の座標近傍に対し，Sに属する（共通部
分が空でない）任意の座標近傍との座標変換は C∞級である．これより S ∪ T はアトラス
になる．逆に，S ∪ T がアトラスのとき，問題 21より S ∪ T は S を含むアトラスとして
M(S)に含まれる．M(S)に含まれるような任意のアトラス U に対し，S ∪U はアトラスに
なる．問題 20と同様に T ∪ U もM(S)に含まれるアトラスとなることが分かる．このとき
T ∪ U は T を含むアトラスとしてM(T )に含まれる．よってM(S) ⊂ M(T )が成り立つ．
M(S) ⊃ M(T )も同様に示せるので，M(S) = M(T )となる．
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幾何学 I　演習問題　 (2020年 5月 13日)

レポート課題No.3　以下の問題 26と問題 32を解いて，5月 19日 17:00ま
でに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの提
出は受け付けません1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 26　リーマン球面の間の写像 f : Ĉ → Ĉ, f(z) = az+ bがC∞級写像で
あることを定義に従って示せ．ただし a ̸= 0とし，f(∞) = ∞と定義する．

問題 27　 ad− bc ̸= 0のとき，Möbius 変換 f : Ĉ → Ĉ,

f(z) =


az+b
cz+d

z ̸= ∞, cz + d ≠ 0のとき

∞ cz + d = 0のとき
a
c

z = ∞, c ̸= 0のとき

∞ z = ∞, c = 0のとき

は C∞級微分同相 (diffeomorphism)であることを証明せよ．ただしMöbius
変換がC∞級写像であることは授業で証明したので使っても良い．

問題 28　M,N,QをC∞級多様体とし，f : M → N , g : N → Qを写像とす
る．p ∈ M とし，q = f(p)とおく．写像 f が点 pで C∞級，gが点 qで C∞

級のとき，写像 g ◦ f は点 pでC∞級であることを証明せよ．但し，

写像 f が p ∈M でC∞級⇐⇒
pの座標近傍 (U,φ)および f(p)の座標近傍
(V, ψ)が存在して f(U) ⊂ V かつ ψ ◦ f ◦ φ−1

が φ(p)の近傍でC∞級である

と定義する．

問題 29　M,N を C∞級多様体とする．f : M → N が点 pの近傍で C∞級
であるとき，f : M → N は点 pで連続であることを示せ．ただし，f が点 p
で連続であるとは，f(p)の任意の近傍Bに対して f−1(B)が pの近傍になる
ことである．

問題 30　 pを通る C∞級曲線とは，c : (−ϵ, ϵ) → M なる形の C∞級写像 c
であって c(0) = pとなるものとする．但し正の数 ϵは曲線によって変わり得
る．pを通るC∞級曲線 c, c̃に対して次の同値関係∼を導入する．

c ∼ c̃⇐⇒
pを含む座標近傍 (U,φ)が存在して
d

dt
φ(c(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
φ(c̃(t))

∣∣∣
t=0

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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これが同値関係であることを示せ．（本質的には，右の条件が座標近傍 (U,φ)
のとり方によらないこと，を示すことになる．）

問題 31　M をm次元C∞級多様体とするとき，pを通るC∞級曲線全体の
集合を上の同値関係∼で割った集合はRmと同一視できることを示せ．

問題 32　 2次元球面 S2 = {(x, y, z) ∈ R2 | x2 + y2 + z2 = 1}とリーマン球
面 Ĉ = C ∪ {∞}の間の微分同相写像を構成し，それが実際に微分同相写像
であることを定義に基づいて証明せよ．
ただし，S2には問題6にある北極 (0, 0, 1)と南極 (0, 0,−1)からの立体射影

φ : U = S2 \ {(0, 0, 1)} → R2, ψ : V = S2 \ {(0, 0,−1)} → R2

を局所座標とすることでC∞級多様体の構造を定める．また，ĈにはU1 = C
上での座標 φ1 = id(恒等写像) と U2 = Ĉ \ {0}上での座標 φ2(z) = 1/z(ただ
し φ2(∞) = 0) によりC∞級多様体の構造を定める．

発展問題

問題 33　 3次元球面をC2の部分集合として

S3 = {(z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}

とみなす．写像 f : S3 → Ĉを

f(z1, z2) =


z1
z2

z2 ̸= 0のとき

∞ z2 = 0のとき

と定める．f はC∞級写像であることを示せ．さらに f のファイバー f−1(z)

は全ての z ∈ Ĉ に対して S1と微分同相であることを示せ．

問題 34　問題 33の写像 f : S3 → Ĉに対して C∞級写像 s : Ĉ → S3であっ
て f ◦ s = idとなるものは存在するか．

問題 35　 P (z), Q(z)を複素数係数の多項式とする．またQ(z)は多項式と
して 0ではないと仮定する．このとき {z ∈ C | Q(z) ̸= 0}上で定義される複
素関数 f(z) = P (z)/Q(z)はリーマン球面の間の C∞級写像 f : Ĉ → Ĉに拡
張されることを示せ．

問題 36　問題 35の写像がC∞級同相になるのはMöbius 変換のときに限ら
れる．これを示せ．

問題 37　 C∞級曲線 f : S1 → S2は全射ではないことを示せ．（すなわちペ
アノ曲線のようなものは滑らかな曲線では作れない．）

2



幾何学 I　演習問題No.3　略解　

問題26　 Ĉをいつものように二つの座標近傍 (U1, φ1), (U2, φ2)で覆う．すなわち，U1 = C,
φ1(z) = zおよび U2 = C× ∪ {∞}, φ2(z) =

1
z (z ̸= 0のとき)，φ2(∞) = 0とおく．

(1) chart U1上では f(U1) ⊂ U1であり，φ1 ◦ f ◦ φ−1
1 (z) = az + bゆえ明らかに C∞級．

(2) あとは残りの点∞ ∈ ĈでC∞級であることを示す．f(U2 \ {−b/a}) ⊂ U2であるが，

φ2 ◦ f ◦ φ−1
2 (w) =

{
φ2(a

1
w + b) (w ̸= 0のとき)

φ2(∞) (w = 0のとき)

=

{
1

a 1
w
+b

(w ̸= 0のとき)

0 (w = 0のとき)

=
w

a+ bw

は w平面の φ2(∞) = 0の近傍で C∞級である．したがって f は∞で C∞級．

採点基準 　2点．授業ではf : M → Nが点pでC∞級であることをpを含む座標近傍 (U,φ),

f(p)を含む座標近傍 (V, ψ)が存在して，(1) f(U) ⊂ V , (2) ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V )が
C∞級，が成り立つことと定義した 1．この条件が全ての p ∈M で成り立つとき，f はC∞

級写像と言われる．この問題では，

(a) [1点]C上 (の各点)で C∞級であることが (明らかだが) 確かめられているか，

(b) [1点] 無限遠点∞でC∞級であることが (φ2 ◦ f ◦φ−1
2 を計算することで) 確かめられ

ているか，

の 2つのポイントをみる．(a)については f がC∞級と述べてあるだけでOK．(b)について，
(本当はした方がいいが) f(U2 \ {−b/a}) ⊂ U2 に注意していなくても (あるいは f(U2) ⊂ U2

などと間違っていても) φ2 ◦f ◦φ−1
2 が (正しく)計算できていたら減点はしない．φ2 ◦f ◦φ−1

2

の計算で（メインの場合だけを計算し）場合分けを怠っている解答も減点はしない．

問題 27　 f の逆写像がMöbius変換 g(z) = dz−b
−cz+a で与えられることを示せばよい．詳細略．

問題 28　仮定から q の座標近傍 (V, ψ), g(q)の座標近傍 (W, ξ)が存在して g(V ) ⊂ W か
つ ξ ◦ g ◦ ψ−1 : ψ(V ) → ξ(W )は ψ(q)の近傍で C∞級である．また次の問題 29でみるよう
に f が点 pでC∞級であれば，f は点 pで連続である．したがって f−1(V )は pの近傍であ
る．よって pの座標近傍 (U,φ)であって U ⊂ f−1(V ) となるものが存在する．（このために
は，まず任意に pの座標近傍 (Ũ , φ̃)をとり，p ∈ O ⊂ f−1(V )なる開集合 Oとの共通部分
O ∩ Ũ に座標を制限すればよい．）このとき f(U) ⊂ V である．授業中に説明したように，
f が点 pで C∞級であることの定義に現れる条件は，座標近傍 (U,φ), (V, ψ)のとり方によ
らない．したがって ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ψ(V ) は φ(p)の近傍で C∞級である．このとき
g ◦ f(U) ⊂W であって ξ ◦ g ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) → ξ(W )は

ξ ◦ g ◦ f ◦ φ−1 = (ξ ◦ g ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ f ◦ φ−1)

より φ(p)の近傍で C∞級の写像と ψ(q)の近傍で C∞級の写像の合成であるから，φ(p)の
近傍で C∞級である．

問題 29　点 pで C∞級であることの定義より点 pを含む座標近傍 (U,φ)と f(p)を含む座
標近傍 (V, ψ)が存在して，f(U) ⊂ V かつ ψ ◦ f ◦φ−1 : φ(U) → φ(V ) がC∞級写像となる．

1ここで (1)の条件は f が点 pで連続であることを保証するために必要である．



f(p)の近傍Bに対して，f−1(B)が pの近傍であることを示そう．そのためには f−1(B)∩U
が pの近傍であることを言えばよい．f−1(B) ∩ U は同相写像 φにより

(ψ ◦ f ◦ φ−1)−1(ψ(B ∩ V ))

に写される．ψ ◦ f ◦ φ−1は連続であり，ψ(B ∩ V )は ψ(f(p))の近傍であるから，この集合
は φ(p)の近傍である．従って f−1(B) ∩ U は pの近傍である．

問題 30　同値関係の条件のうち「c1 ∼ c2ならば c2 ∼ c1」および「c ∼ c」は明らかである．
推移性を証明する．c1, c2, c3を C∞級曲線とし c1 ∼ c2, c2 ∼ c3とする．このとき点 pを含
む座標近傍 (U,φ), (V, ψ)が存在して，次が成立する．

d

dt
φ(c1(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
φ(c2(t))

∣∣∣
t=0

,
d

dt
ψ(c2(t))

∣∣∣
t=0

=
d

dt
ψ(c3(t))

∣∣∣
t=0

.

ここで d
dtψ(c1(t))

∣∣∣
t=0

= d
dtψ(c2(t))

∣∣∣
t=0
を示せばよい．t = 0の近傍で

(ψ ◦ ci)(t) = (ψ ◦ φ−1)((φ ◦ ci)(t))

が成立する．ψ ◦ φ−1は Rmの開集合からRmの開集合への C∞級写像，φ ◦ ciはRの 0の
近傍からRmへのC∞級写像であることに注意する．ユークリッド空間の間の微分可能写像
に関する chain rule から

d

dt
(ψ ◦ ci)(t)

∣∣∣
t=0

= Dφ(p)(ψ ◦ φ−1)

[
d

dt
(φ ◦ ci)(t)

]
t=0

であり，これから d
dtψ(c1(t))

∣∣∣
t=0

= d
dtψ(c2(t))

∣∣∣
t=0
が従う．

問題 31　座標近傍 (U,φ)をとり，曲線の同値類 [c]に対して d
dtφ(c(t))|t=0 ∈ Rmを対応さ

せる写像が全単射であることを示せばよい．単射性は定義から明らか．全射性はベクトル
v ∈ Rm に対してC∞級曲線を cv(t) = φ−1(φ(p) + vt)と定義すると， d

dtφ(cv(t))|t=0 = vで
あることから．（cv(t)が t = 0の近傍で well-defined であり，C∞級であることを確かめる．
詳細は略．）

問題 32　微分同相写像 f : S2 → Ĉを次のように構成する．S2の北極点からの立体射影を
φ : S2\{(0, 0, 1)} → R2とする（問題６参照）．R2を Cと同一視する写像 (x, y) 7→ x + iy
と合成して写像

f : S2 \ {(0, 0, 1)} φ−→ R2 ∼= C

を得る．さらに f(0, 0, 1) = ∞とおくことで，これは

f : S2 → Ĉ

に拡張される．
これが微分同相を与えていることを示そう．f が全単射であることは明らかであるから，

fおよび f−1がC∞級であることを示す．S2と Ĉの座標近傍について確認しておく．(0, 0, 1)
からの立体射影の定める座標は

U = S2 \ {(0, 0, 1)}, φ(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
であり，(0, 0,−1)からの立体射影の定める座標は

V = S2 \ {(0, 0,−1)}, ψ(x, y, z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
2



また Ĉの座標は
(U1 = C, φ1 = id), (U2 = Ĉ, φ2(z) = 1/z)

により与えられた．fは北極を∞ ∈ Ĉに写し，南極を 0 ∈ Ĉに写す．したがって f(U) = U1,
f(V ) = U2である．そこで fがC∞級であることを示すには，φ1◦f ◦φ−1 およびφ2◦f ◦ψ−1

が C∞級であることを示せばよい．

φ1 ◦ f ◦ φ−1(x, y) = x+ iy

φ2 ◦ f ◦ ψ−1(x, y) = φ2 ◦ f
(

x

1 + x2 + y2
,

y

1 + x2 + y2
,
1− x2 − y2

1 + x2 + y2

)
=

{
φ2

(
x

x2+y2
+ i y

x2+y2

)
(x, y) ̸= (0, 0)のとき

φ2(∞) (x, y) = (0, 0)のとき

= x− iy

よりどちらもC∞級である．逆写像 f−1がC∞級であることを示すには φ ◦ f−1 ◦φ−1
1 およ

び ψ ◦ f−1 ◦ φ−1
2 がC∞級であることを示せばよい．これらは上に計算した写像の逆写像で

あり，

φ ◦ f−1 ◦ φ−1
1 (x+ iy) = (x, y)

ψ ◦ f−1 ◦ φ−1
2 (x+ iy) = (x,−y)

で与えられる．これらは明らかに C∞級である．

採点基準 　 2点．f : M → N が C∞ 級微分同相写像であることの定義は，f が全単射で
あって f と f−1がどちらも C∞級であることである．f の正しい候補を与えていれば 1点，
さらにその f が微分同相写像であることを定義に基づき正しく示していれば 1点．後半部分
については f(あるいは f−1) が C∞級写像であることを示す条件のうち，(本当はあった方
がいいが) 「f(U) ⊂ V」に相当する部分は必ずしもできていなくても，全ての必要な座標
表示「ψ ◦ f ◦ φ−1」が正しく計算できていれば良いものとする．また (もちろん言及するべ
きだが) f が全単射であることに言及していなくても減点はしない．(この問題ではアトラス
が問題文に与えられているので，解きやすくなっているはず．)

問題 33　 U1 = {(z1, z2) ∈ S3 | z2 ̸= 0}, U2 = {(z1, z2) ∈ S3 | z1 ̸= 0}, V1 = C ⊂ Ĉ, V2 =
Ĉ\{0}とおく．S1 = {z ∈ C | |z| = 1}とみなし，次のように写像を定める：

ψ1 : U1 → V1 × S1 ψ1(z1, z2) =

(
z1
z2
,
z2
|z2|

)
,

ψ2 : U2 → V2 × S1 ψ2(z1, z2) =

(
z1
z2
,
z1
|z1|

)
.

ただし ψ2の定義において z2 = 0のときは z1/z2 = ∞ ∈ V2とみなす．このとき ψ1, ψ2は全
単射であり，逆写像は

ψ−1
1 (z, ω) =

(
zω

1 + |z|2
,

ω

1 + |z|2

)
, ψ−1

2 (z, ω) =

(
ω

1 + |1/z|2
,

zω

1 + |1/z|2

)
と与えられることが簡単な計算によって確かめられる．適当に局所座標をとって表示すれば
これらが滑らかであることもわかるので，ψ1, ψ2は微分同相写像である．(ここでは証明を
省略するが，問題の趣旨からはこのことをまじめに確かめることが求められている．特に
z2 = 0で滑らかであることを示す必要がある．) ここで f |Ui = p1 ◦ ψi （i = 1, 2, p1は第一
成分への射影）であることに注意すると，各射影は C∞級であるから f が C∞であること

3



がわかる．また，f−1(Vi) = Uiであるから，１点 z ∈ Viのファイバー f−1(z)は微分同相 ψi
によって {z} × S1に写され，従って S1と微分同相である．

問題 34　存在しない．ここでは基本群についての基本事項は既知であるものとしてその証
明を与える．f ◦ s = idS2 なるC∞写像 sが存在したとする．問題 33の解答と同じ記号のも
と，p2 ◦ψi ◦ s : Vi → S1はあるC∞級写像であり，これを S1 = {|z| = 1} ⊂ V1 ∩ V2に制限
したものを si : S

1 → S1とする．これらは可縮な空間 Viを経由しているので，誘導される
写像 si∗ : π1(S

1) → π1(S
1)は零写像である．ところが前解答を用いた具体的な計算により

s2(z) = p2 ◦ ψ2 ◦ ψ−1
1 (z, s1(z)) = zs1(z)

であり，deg s2∗ = deg s1∗+1が成立する（degは写像度を表す）．これはdeg s1∗ = deg s2∗ = 0
であったことに矛盾する．

問題 35　多項式として P (z) = 0のときは明らかであるので，そうでない場合を考える．
問題の設定上，Q(z) ̸= 0なる z ∈ Cについて等しい関数は同じものと見てよいので，多
項式 P (z), Q(z)は共通零点を持たないとしてよい．このとき，f(z) = limz′→z P (z

′)/Q(z′)
として f を Ĉ → Ĉへと拡張する．とくに {z ∈ C | Q(z) ̸= 0}上 f は元の f に等しく，
{z ∈ C | Q(z) = 0} 上 f(z) = ∞ である．Q(z0) = 0 なる z0 ∈ C での f の C∞ 性は
Q(z)/P (z)の z = z0まわりでの C∞性に帰着されるが，これは P (z0) ̸= 0だから明らかで
ある．z = ∞でのC∞性も同様に座標をとって示すことができるが，Ĉ上の微分同相である
Möbius変換を合成してもC∞であるかどうかは変わらないことを用いれば，deg P < deg Q
（従って f(∞) = 0）と仮定してよく，幾分証明が楽になる．

問題 36　Möbius変換が微分同相であることは問題 27で既に示されているので逆を示す．
前解答と同様，P (z), Q(z)は共通零点を持たないとしてよい（当然のことながら，多項式と
して P (z) ̸= 0）．f = P/Qが微分同相を定めるとき，f(z) = 0なる z ∈ Cは高々１つ．し
たがって P (z)は a(z − b)k (a, b ∈ C, k ∈ Z≥0)の形の多項式であるが，k > 1のとすると，
f の z = bにおける微分について dfb

(
∂
∂x

)
= f ′(b) = 0（ただしここで値域である Tf(b)Ĉを

自然に Cと同一視している）となるので f が微分同相であったことに反する．以上により
P は高々１次の多項式であることがわかった．f が微分同相であるとき，これとMöbius変
換 z 7→ z−1との合成，すなわち有理関数Q/P もまた Ĉ上の微分同相を定めるので，先程と
同様にしてQもまた高々1次の多項式である．P とQは共通零点を持たないと仮定してい
たので P (z)/Q(z) = az+b

cz+d (ad− bc ̸= 0)の形となり，f はMöbius変換である．

問題 37　　 Sardの定理 (C∞級写像の正則値の集合の測度が 0であること) を使えば直ち
に結論が得られる．この場合の初等的な解答としては例えば閉曲線 f の長さ∫

S1

|f ′(θ)|dθ

が有限確定値になることを使えばよい．ここで θ は S1 上の角度座標で，|f ′(θ)| は R3 の
Euclid内積の定める長さとする．f が全射であれば，S2上に 2次元的に広がった点列をう
まくとって，この積分が∞に発散することが示せる．
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幾何学 I　演習問題No.4　 (2020年 5月 20日)

レポート課題No.4　以下の問題 40と問題 41を解いて，5月 26日 17:00ま
でに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの提
出は受け付けません1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 38　 pを多様体M の点とし，vを点 pでの方向微分とする．定数関数
f に対して v(f) = 0を示せ．

問題 39　M,N をC∞級多様体，f : M → N を点 p ∈M の近傍でC∞級の
写像とする．点 f(p) ∈ Nの近傍で定義されたC∞級関数φに対してφ◦fは p
の近傍でのC∞級関数となるが，実数 v(φ◦f)を対応させる写像φ 7→ v(φ◦f)
を dpf(v)と書く．この定義に基づいて次を示せ．

(1) dpf(v)は f(p)での方向微分を定める．

(2) 写像 TpM 3 v 7→ dpf(v) ∈ Tf(p)N はR上線形である．

標準問題

問題 40　M を位相多様体とする．任意の点 p ∈ M に対して pを含む開近
傍 V でその閉包 V がコンパクトであるものが存在する．これを示せ．(ヒン
ト：M がハウスドルフであることを証明で使う必要がある．)

問題41　リーマン球面 Ĉに対してzをC = Ĉ\{∞}上での標準座標, w = z−1

を Ĉ \ {0}上の座標とする．また z = x +
√
−1y, w = s +

√
−1tと書く（こ

こで，x, y, s, tは実数に値をとる座標．)

(1) 点 z ∈ C×における接空間 TzĈ の基底 {( ∂
∂s
)z, (

∂
∂t
)z}をもう一つの基底

{( ∂
∂x
)z, (

∂
∂y
)z}の一次結合として書き表せ．

(2) Möbius 変換 f(z) = z
a−z に対して z = aでの接写像 daf : TaĈ → T∞Ĉ

を基底 {( ∂
∂x
)a, (

∂
∂y
)a}および {( ∂

∂s
)∞, (

∂
∂t
)∞}を使って行列表示せよ．た

だし a ∈ C．

問題 42　 f(x) = f(x1, . . . , xm)を Rmの原点の近傍で定義された C∞級関
数とする．原点の近傍で定義されたC∞級関数 h1(x), . . . , hm(x) であって

f(x) = f(0) +
m∑
i=1

xihi(x)

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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を満たすものが存在することを示せ．(ヒント： d
dt
f(tx1, . . . , txm)を積分す

る．)また，これを繰り返し使って原点の近傍で定義されたC∞級関数 gi,j(x),
1 ≤ i, j ≤ m であって

f(x) = f(0) +
m∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(0) +

m∑
i,j=1

xjxjgij(x)

を満たすものが存在することを示せ．

問題 43　V を実ベクトル空間とする．基底をとればV ∼= Rnであるから，V
は自然にC∞級多様体と思うことができる．任意の点 x ∈ V に対して次の写
像Φ: V → TxV はベクトル空間の同型であることを示せ．v ∈ V に対して x
を通る曲線 cv(t) = x + vtを考え，その速度ベクトル Φ(v) := dcv

dt
(0) ∈ TxV

を対応させる．

問題 44　 S2 = {(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1}のR3への包含写像を iで
表す．

(1) iはC∞級写像であることを示せ．

(2) 点 p = (x0, y0, z0)に対して Im(dpi : TpS
2 → TpR3) は{

a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
+ c

∂

∂z
∈ TpR3

∣∣∣ ax0 + by0 + cz0 = 0

}
で与えられることを示せ．

発展問題

問題 45　C∞級多様体M,Nの間の写像 f : M → Nについて，次の (1), (2)
は同値であることを示せ．

(1) f は全単射で，dpf : TpM → Tf(p)N は全ての点 pにおいて同型

(2) f は微分同相写像である．

問題 46　 C∞級写像 f : S2 → S2に対して，全ての点 p ∈ S2において dpf
は同型であるとする．このとき f は微分同相写像であることを示せ．
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幾何学 I　演習問題No.4 略解

問題 38　定数関数 f1 ≡ 1について，方向微分の定義（Leibniz則）から，v(f1) = v(f1 ·
f1) = 2v(f1).従って v(f1) = 0であり，方向微分の R-線型性から任意の定数関数 f につい
て v(f) = 0.

問題 39　

(1) 点 pでの方向微分 vの 3つの性質は次の通りである．φ1, φ2を pの周りで定義された
C∞級関数とするとき，

(a) φ1, φ2が点 pのある近傍で一致するならば v(φ1) = v(φ2),

(b) 実数 λ, µ ∈ Rについて v(λφ1 + µφ2) = v(φ1) + µv(φ2),

(c) v(φ1φ2) = φ1(p) · v(φ2) + v(φ1) · φ2(p)．

この 3つの性質を dpf(v)に対して確かめる．

(a) φ1, φ2が f(p)の周りで定義された C∞級関数で f(p)の十分小さい近傍 U で一
致するものとする．このときφ1 ◦f およびφ2 ◦f は f−1(U)で一致する．（f−1(U)
が pの近傍であることは f が点 pで連続であることから従う．また，点 pでC∞

級ならば点 pでC∞級であることは授業で示した．）従って v(φ1 ◦ f) = v(φ2 ◦ f).
(b) φ1, φ2を f(p)の周りで定義された C∞級関数，λ, µ ∈ Rとする．このとき

v((λφ1 + µφ2) ◦ f) = v(λφ1 ◦ f + µφ2 ◦ f) = λv(φ1 ◦ f) + µv(φ2 ◦ f)

(c) φ1, φ2を f(p)の周りで定義された C∞級関数とする．

v((φ1 · φ2) ◦ f) = v((φ1 ◦ f) · (φ2 ◦ f)) = (φ1 ◦ f)(p) · v(φ2 ◦ f) + v(φ1 ◦ f) · (φ2 ◦ f)(p)
= φ1(f(p)) · v(φ2 ◦ f) + v(φ1 ◦ f) · φ2(f(p))

(2) a, b ∈ R, v, w ∈ TpM とする．f(p)の周りで定義された C∞級関数 φに対して，

(dpf(av + bw))(φ) = (av + bw)(φ ◦ f) = av(φ ◦ f) + bw(φ ◦ f)
= a((dpf)(v))(φ) + b((dpf)(w))(φ)

従って dpf(av + bw) = adpf(v) + bdpf(w).

問題 40　点 p ∈ M の座標近傍 (U,φ)をとる．M の次元を mとすると，U ′ := φ(U)は
Rmの開集合である．φ(p) ∈ U ′より，ある ϵ > 0に対して φ(p)を中心とする半径 2ϵの開
球体 B2ϵ(φ(p)) = {x ∈ Rm : |x − φ(p)| < 2ϵ} は U ′ に含まれる．V ′ = Bϵ(φ(p))とおく
と，V ′の閉包 V ′は半径 ϵの閉球体であって U ′に含まれるコンパクト集合である．ここで
V = φ−1(V ′), K = φ−1(V ′) とおく．φは同相写像であるから V は U の開集合であり（と
くにM の開集合でもある），K はコンパクト集合．M はハウスドルフであるからK は閉
集合．従って V ⊂ Kである．コンパクト集合の閉部分集合はコンパクトなので，V はコン
パクトである．以上により問題の開近傍が存在することが示された．（さらにK = V である
ことも言える．）
注意：この証明でM がハウスドルフであることは必ず使う．そうでなければ反例がある．ハ
ウスドルフではない位相多様体の例としてはR×{1, 2}に次の同値関係を入れて割ったもの
がある．

(x, n) ∼ (y,m) ⇐⇒ x = y 6= 0 または (x = y = 0 かつ n = m)



これはRの 2つのコピーを原点を除いて張り合わせたものであり，2つの原点がある．2つ
の原点が分離できないのでハウスドルフではないが，ハウスドルフ以外の位相多様体の条件
を満たす．同様に R× Nに同値関係

(x, n) ∼ (y,m) ⇐⇒ x = y 6= 0または (x = y = 0 かつ n = m)

を入れてこれで割った位相空間M もハウスドルフ以外の条件を満たす．この位相空間にお
いて点 [(0, 1)] ∈M の開近傍 V でその閉包 V がコンパクトではないものは存在しない．

採点基準 　 2点．基本的には正しく議論できていれば 2点で，そうでなければ０点．特に
ハウスドルフ性を使っていない答案は 0点とする．それ以外の軽微なミスは個別に判断する．

問題 41　

(1) 変数変換を実座標で書くと

s(x, y) =
x

x2 + y2
, t(x, y) = − y

x2 + y2

また逆変換は

x(s, t) =
s

s2 + t2
, y(s, t) = − t

s2 + t2

で与えられる．従って(
∂

∂s

)
z

=
∂x(s, t)

∂s

(
∂

∂x

)
z

+
∂y(s, t)

∂s

(
∂

∂y

)
z

=
t2 − s2

(s2 + t2)2

(
∂

∂x

)
z

+
2st

(s2 + t2)2

(
∂

∂y

)
z

= −<(z2)
(
∂

∂x

)
z

−=(z2)
(
∂

∂y

)
z(

∂

∂t

)
z

=
∂x(s, t)

∂t

(
∂

∂x

)
z

+
y(s, t)

t

(
∂

∂y

)
z

= − 2st

(s2 + t2)2

(
∂

∂x

)
z

+
t2 − s2

(t2 + s2)2

(
∂

∂y

)
z

= =(z2)
(
∂

∂x

)
z

−<(z2)
(
∂

∂y

)
z

ここで<(x)は xの実部，=(x)は xの虚部を表す．(あるいは以下の (2)のようにw 7→
z = w−1を複素関数の意味で微分して計算することもできて，そちらの方が計算は容
易である．)

(2) z = aの近傍で写像 f を定義域側の座標 z，値域側の座標 wにより表示すると，

z 7→ w = w(z) =
a− z

z
=
a

z
− 1

となる．この関数は複素微分可能でありその意味で

dw

dz
(z) = − a

z2

複素微分可能性の定義から，w(z)を (x, y)の関数と思うとき，

∂w

∂x
(a) =

dw

dz
(a) = −1

a
,

∂w

∂y
(a) =

√
−1

dw

dz
(a) = −

√
−1

a
.

これを実部，虚部に分けると Jacobi行列となり，

daf

((
∂

∂x

)
a

)
= −<

(
1

a

)(
∂

∂s

)
∞

−=
(
1

a

)(
∂

∂t

)
∞

daf

((
∂

∂y

)
a

)
= −<

(√
−1

a

)(
∂

∂s

)
∞

−=
(√

−1

a

)(
∂

∂t

)
∞

2



したがって求める行列は(
−<(1/a) =(1/a)
−=(1/a) −<(1/a)

)
=

(
−<(a)/|a|2 −=(a)/|a|2
=(a)/|a|2 −<(a)/|a|2

)

採点基準 　 (1)1点，(2)1点．各々，計算方法が正しく，かつ，結果が正しくて 1点．計算
結果の符号のミスは (各問ごとに)2箇所までは減点しない．(2)で aを実数と (間違って)仮
定しているものは 0点．また行列を転置行列にしているものは，あまり望ましくないが減点
しない．(普通，行列は縦ベクトルに左から作用すると考えますが，横ベクトルに右から作
用すると考える人もいるかもしれないので．)

問題 42　ヒントにあるように d
dtf(tx) =

∑m
i=1 xi

∂f
∂xi

(tx)の両辺を積分して，

f(x) = f(0) +
m∑
i=1

xi

∫ 1

0

∂f

∂xi
(tx)dt

hi(x) =
∫ 1
0

∂f
∂xi

(tx)dtとおくとき，これが C∞ 級になるのは簡単な解析の演習である (積
分のパラメータに関する微分) ．さらに hi(x)にこの結果を適用すると，hi(x) = hi(0) +∑m

j=1 gi,j(x)xj，gi,j は C∞級，と書ける．これから

f(x) = f(0) +
m∑
i=1

xihi(0) +
∑
i,j

gi,j(x)xixj

の形に書ける．xiで微分して x = 0とおくことにより hi(0) =
∂f
∂xi

(0)が分かる．

問題43　V の基底をe1, . . . , enとし，ベクトル空間の同型V ∼= Rnを
∑n

i=1 xiei 7→ (x1, . . . , xn)
で定める．これは V の座標 (x1, . . . , xn)を定める．( ∂

∂x1
)x, . . . , (

∂
∂xn

)xは TxV の基底である

ので，写像 Φ: V → TxV は eiを ( ∂
∂xi

)xに写す写像であることを確かめれば十分である．

問題 44　 (1) iの局所座標表示がすべてC∞級であることを示せばよい．例えば S2をアト
ラス (U±

i , φ
±
i )で覆う．ここで U±

i = {(x1, x2, x3) ∈ S2 : ±xi > 0} であり，φ±
i は i成分以

外の成分への射影で定まるものである．例えば φ+
1 (x1, x2, x3) = (x2, x3)である．U+

1 上で
の iの局所座標表示は

i ◦ (φ+
1 )

−1(x2, x3) = (
√

1− x22 − x23, x2, x3)

であり，これは (各成分が) {(x2, x3) : x22 + x23 < 1} = φ+
1 (U

+
1 ) 上の C∞級写像．

(2) iの微分 diは，iの局所座標表示の Jacobi行列で与えられたことを思い出すと，例
えば U+

1 の点 p = (x1, x2, x3)では dpiの行列表示は∂
√

1−x22−x23
∂x2

∂
√

1−x22−x23
∂x3

1 0
0 1

 =

− x2√
1−x22−x23

− x3√
1−x22−x23

1 0
0 1

 =

−x2
x1

−x3
x1

1 0
0 1


となる．このことから dpiの像が与えられたものになることは容易に見て取れる．
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幾何学 I　演習問題No.5　 (2020年 5月 27日)

レポート課題No.5　以下の問題 49と問題 50を解いて，6月 2日 17:00まで
に PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの提出
は受け付けません1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題　

問題 47　M,N,Qを多様体，f : M → N , g : N → Qを C∞級写像とする．
p ∈M , q = f(p) ∈ N に対して，微分に対する次の chain rule が成り立つこ
とを示せ．

dp(g ◦ f) = df(p)g ◦ dpf.

問題 48　 f : M → N をC∞級微分同相写像とする．M の次元とN の次元
は等しいことを示せ．

問題49　Mをm次元多様体，(U,φ)をMの座標近傍とする．ただしφ : U →
U ′はM の開集合 U とRmの開集合 U ′の間の同相写像である．

(1) U ′のコンパクト集合Aに対してφ−1(A) はMのコンパクト集合である
か？正しければ証明し，正しくなければ反例を与えよ．

(2) U ′の閉集合Aに対してφ−1(A)はM の閉集合であるか？正しければ証
明し，正しくなければ反例を与えよ．

標準問題　

問題50　M , NをC∞級多様体, f : M → NをC∞級写像とする．写像 fが
p ∈Mで沈めこみであるとき，pの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)および f(p)の座
標近傍 (V ; y1, . . . , yn)が存在して x1(p) = · · · = xm(p) = 0, y1(f(p)) = · · · =
yn(f(p)) = 0，f(U) ⊂ V であり，f の座標表示は

(x1, . . . , xm) 7→ (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn)

で与えられる．(沈めこみの条件から n ≤ mであることに注意せよ．) 逆関
数定理を使ってこれを証明せよ．

問題 51　陰関数定理を仮定して逆関数定理を証明せよ．

問題 52　包含写像 i : Sn → Rn+1ははめ込みであることを示せ．このこと
から Sn の各点での接空間は Rn+1 の部分空間と見なせることがわかる (な
ぜか？)．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．



問題 53　写像 f : C× → C×を f(z) = z2で定義する．fの微分はすべての点
で同型であるが，f はC∞級微分同相ではないことを示せ．

問題 54 [問題 45再掲]　多様体の間のC∞級写像 f : M → Nが全単射で，各
点 p ∈ M において dpf : TpM → Tf(p)N が同型であれば，f は微分同相写像
であることを示せ．(ヒント：逆関数定理を使う．)

問題 55　C∞級はめこみ f : S2 → R2は存在するか．存在すれば例を与え，
存在しなければそのことを証明せよ．

発展問題

問題 56　問題 33に与えた写像 f : S3 → Ĉ を考える．この写像は S3 ⊂ C2

と見なしたとき，

f(z1, z2) =

{
z1
z2

z2 6= 0のとき

∞ z2 = 0のとき

で定義された．この写像が沈めこみであることを示せ．(ヒント：各点 p ∈ S3

に対して，Ĉの開集合 U 上で定義された C∞ 級写像 s : U → S3でその像は
pを含み，f ◦ s = idを満たすものを見つけることができればよい．)

問題 57　逆関数定理の証明を次の手順で行ってみよ．([松本]にある証明と
は少し異なる．) U をRnの開集合，f : U → RnをC∞級写像で点 p ∈ U で
の Jacobi行列 (Jf)pが正則なものとする．

(i) まず適当な座標変換によって p = f(p) = 0 ∈ Rnは原点，(Jf)pは単位
行列と仮定してもよいことを示す．

(ii) gy(x) = y+x−f(x)とおく．ϵ > 0が存在して |y| ≤ ϵ/2ならば gyは半径
ϵの閉球体Bϵ(0) = {x ∈ Rn | |x| ≤ ϵ}で定義されて gy(Bϵ(0)) ⊂ Bϵ(0)
が成り立つ．

(iii) さらに ϵ > 0を小さくとれば，gy : Bϵ(0) → Bϵ(0)は縮小写像にとるこ
とが出来る．すなわち，定数 0 < k < 1が存在して |gy(x1)− gy(x2)| ≤
k|x1 − x2|, (∀x1, x2 ∈ Bϵ(0)). このことから，縮小写像の原理を適用し
て，y ∈ Bϵ/2(0)の逆像 f−1(y)が Bϵ(0)内に一意に定まることを示す．
(ヒント：gy(x1)− gy(x2) =

∫ 1

0
[ d
dt
gy(tx1 + (1− t)x2)]dt．)

(iv) y 7→ f−1(y)が連続であることを示す．

(v) f−1は微分可能であることを示し，J(f−1)を計算する．

(vi) f−1がC∞級であることを示す．

注：以上の縮小写像の原理を利用した証明は無限次元のBanach空間にも一
般化できる．
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幾何学 I　演習問題No.5 略解

問題47　点pでの接空間TpMを点pを通る曲線の同値類と考える見方で示そう．c : (−ϵ, ϵ) →
M を pを通る (c(0) = p)M 上の C∞級曲線とする．dpf はM の曲線 cの同値類を f ◦ cの
同値類に写す．さらに df(p)gは曲線 f ◦ cの同値類を g ◦ (f ◦ c) = (g ◦ f) ◦ cの同値類に写
す．これは曲線 cの同値類の dp(g ◦ f)による像である．

問題 48　 p ∈ M について，df : TpM → Tf(p)N 及び d(f−1) : Tf(p)N → TpM は互いに逆
写像の関係にある線形写像であり，同型である．特に TpM と Tf(p)N の次元は等しく，M
とN の次元も等しい．

問題 49　

(1) 正しい．φ−1は同相写像であり (特に連続写像なので)，コンパクト集合Aの像φ−1(A)
はコンパクト．

(2)との比較のため，もう少し丁寧に論証するならば次の通り．上で示したのは φ−1(A)は U
の部分位相空間としてコンパクト，ということである．ここで φ−1(A)に U からの相対位相を
入れたものと φ−1(A)にM からの相対位相を入れたものは位相空間として一致する (なぜな
ら U にはM からの相対位相が入っているから)．従って，結局 φ−1(A)はM の部分位相空間
としてもコンパクトである．

(2) 反例がある．例えばM = R, U = U ′ = (0, 1)，φ : U → U ′を恒等写像，A = U ′とす
る．AはU ′全体であるからU ′の閉集合であるが，φ−1(A) = U はM の閉集合ではな
い．他にも，A = [12 , 1)としてもよい．

φは連続なので，当然 φ−1(A)は U の閉集合である．U の閉集合だからといってM の閉集合
とは限らない，というのがポイント．

注：「コンパクト集合の連続写像による像はコンパクト」，また，「閉集合の連続写像による
逆像は閉集合」という事実とは一見異なるようにみえますが，矛盾ではありません．

採点基準 　 2点．(1)と (2)で 1点ずつ．(1)は φ−1が同相 (あるいは φが同相，あるいは
φ−1 が連続)であるから，という理由が説明されていれば可．(あるいはコンパクトの定義
に戻って正しく証明しているのももちろん可．) (2)は正しい反例が与えられていればOK．
(反例であることの証明が間違っていても，(2)で減点はしない．)

問題 50　まず f は C∞級写像であるから，pの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)および f(p)の座
標近傍 (V ; y1, . . . , yn)であって f(U) ⊂ V であるものが取れる．また座標を平行移動するこ
とにより xi(p) = 0, yj(f(p)) = 0(∀i, j)と仮定してよい．
座標によってU, V をユークリッド空間の開集合，f : U → V とみなすことにする．沈め

こみの仮定から (Jf)0の表す線形写像は全射である．即ち (Jf)0のランクはnであり，(Jf)0
の n個の行ベクトルは一次独立．これに適当なベクトル an+1, . . . ,amを加えて Rmの基底
とすることができる．つまり 

(Jf)0
an+1
...

am

 (1)

が正則行列となるような行ベクトル an+1, . . . ,amをとることができる．C∞級写像 φ : U →
Rmを

φ(x1, . . . , xm) =


f(x1, . . . , xm)

(an+1,x)
...

(am,x)


1



で定める．ただし x = (x1, . . . , xm)で (·, ·)は標準的なスカラー積である．φ(0) = 0に注意
する．φの原点での Jacobi行列 (Jφ)0は上の式 (1) で与えられるので正則である．逆関数
定理により原点の開近傍W ⊂ U , W ′ ⊂ Rmが存在して φ(W ) =W ′であり φ : W →W ′は
C∞級同相写像である．x ∈W ′に対して

x = φ ◦ φ−1(x) =


f ◦ φ−1(x)

(an+1, φ
−1(x))

...
(am, φ

−1(x))


両辺の最初の n成分を見れば

(f ◦ φ−1)(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

が得られる．これは座標 (W,φ)に関して f |W を表示したものである．

採点基準 　 2点．(この解答以外にも方針はあるだろうが1) 正しい方針でできていれば開
近傍の取り方など細かいところは大目に見たい．授業では逆関数定理と陰関数定理は同値で
あることを説明したので，逆関数定理ではなく，陰関数定理から導いている解答があったと
してもOKとする．基本的には 2点か 0点で，部分点を出すかどうかは個別に判断する．

問題 51　 Rnの開集合 U で定義された C∞級関数 f : U → Rnが det((Jf)0) ̸= 0を満たす
とする．0 ∈ U かつ f(0) = 0として，0の近傍で逆関数があることを示そう．

g(x, y) = x− f(y)を考える．これは Rn × U 上で定義された Rn値関数で，

det

(
∂gi
∂yj

(0, 0)

)
̸= 0

を満たす．したがって陰関数定理から 0 ∈ Rnの開近傍 V , W およびC∞級写像 φ : V →W
が存在して，W ⊂ U であり，(x, y) ∈ V ×W に対して

g(x, y) = 0 ⇐⇒ y = φ(x)

このときφが fの逆関数 (逆写像)になっている．V ′ = f−1(W )∩V とおくとき，V ′は 0の開
近傍であり，f(V ′) ⊂W．また φ(V ′) ⊂W は明らかである．上のことから (x, y) ∈ V ′ ×W
に対して

x = f(y) ⇐⇒ y = φ(x)

ゆえ f と φは互いに逆写像で f |V ′ : V ′ →W は微分同相写像．

問題 52　 Snを問題 15のチャート (U±
i , φ

±
i )で覆う．例えばU+

n+1での包含写像 iの座標表
示は

i ◦ (φ+
n+1)

−1(x1, . . . , xn) =

(
x1, . . . , xn,

√
1− x21 − · · · − x2n

)
である．このヤコビ行列が単射になることは容易にチェックできる．

dpi : TpS
n → TpRn+1は単射であるので，TpSnは TpRn+1 ∼= Rn+1の部分空間と見なす

ことができる．(ベクトル空間 V に対して TxV = V であることは問題 43で示した．)

問題 53　 f(z) = f(−z)であり，f は単射でないので当然微分同相写像ではない．f の微分
が同型になることは容易．

問題 54　 f は全単射なので逆写像 f−1が存在する．逆関数定理により，f−1はC∞級であ
ることが分かる．(各点での局所的な議論で分かる．詳細略．)

1[松本幸夫]の定理 10.3の証明はすこし違う方針で行っているようである．
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問題 55　存在しない．f = (f1, f2)とおく．ただし fiは S2上の C∞級関数．S2はコンパ
クトなので f1はどこかの点 p ∈ S2 で最大値をとる．そのような点で f1の座標表示の偏微
分係数は全て消えている．従ってそのような点で f の座標表示のヤコビ行列は(

0 0
∗ ∗

)
の形であり，正則でない．つまり f ははめ込みでない．

問題56　 p = (z1, z2) ∈ S3で沈めこみであることを示そう．z2 ̸= 0とする．写像 g : C → S3

を

g(z) =
1

|z2|
√
1 + |z|2

(z2z, z2)

とおくとき，|z1|2 + |z2|2 = 1より g(z1/z2) = (z1, z2) = p である．また gは明らかに C∞

級写像であって f ◦ g = idC．これから dpf ◦ dz1/z2g = id．従って dpf は全射である．

次に z2 = 0とする．このとき |z1| = 1, f(p) = ∞である．∞の周りの Ĉの座標近傍
(U2 = {∞} ∪ C×, φ2)を φ2(z) = 1/zで定義する．また座標 φ2(z)を wで表すことにする．
写像 h : U2 → S3を (座標 wを用いて)

h(w) =
1√

1 + |w|2
(z1, z1w)

と定める．hは C∞級写像で，h(0) = p, f ◦ h = idU2 を満たすから，前半と同じ理由によ
り dpf が全射であることが分かる．

問題 57　

(i) 座標の平行移動により p = 0, f(p) = 0としてよい．また f(x)を (Jf)−1
p f(x)で置き

換えて (Jf)p = Enと仮定できる．

(ii) ある δ > 0に対して f(x)はBδ(0)で定義されているとしてよい．Taylorの定理から

f(x) = (Jf)0x+ o(|x|) = x+ o(|x|)

であり，特にある 0 < ϵ < δ が存在して |f(x) − x| ≤ 1
2 |x| が Bϵ(0)上で成立する．

|y| ≤ ϵ
2 とすると，x ∈ Bϵ(0)に対して gy(x)は定義され，

|gy(x)| = |y − f(x) + x| ≤ |y|+ |x− f(x)| ≤ ϵ

2
+

|x|
2

≤ ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ.

つまり gy : Bϵ(0) → Bϵ(0) を定める．

(iii) ヒントより

|gy(x1)− gy(x2)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

d

dt
gy(tx1 + (1− t)x2)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ 1

0
(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)(x1 − x2)dt

∣∣∣∣
≤
∫ 1

0

∣∣(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)(x1 − x2)
∣∣ dt

≤
∫ 1

0

∥∥(En − (Jf)tx1+(1−t)x2)
∥∥ |x1 − x2|dt

3



f は C1級で (Jf)0 = Enだから，ϵを小さく取り直せば x ∈ Bϵ(0)に対して

∥En − (Jf)x∥ ≤ 1

2

となる．ここで x1, x2 ∈ Bϵ(0)に対して上の計算から

|gy(x1)− gy(x2)| ≤
∫ 1

0

1

2
|x1 − x2|dt =

1

2
|x1 − x2|.

すなわち gy は縮小写像．縮小写像の原理から |y| ≤ ϵ/2のとき，gy(x) = xを満たす
x ∈ Bϵ(0)が一意に存在する．(Bϵ(0)は完備距離空間であることを使った．)

(iv) y1, y2 ∈ Bϵ/2(0)とし，x1, x2 ∈ Bϵ(0)を x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2)とする．この
とき

|y1 − y2| = |f(x1)− f(x2)| ≥ |x1 − x2| − |f(x1)− x1 − (f(x2)− x2)|
= |x1 − x2| − |g0(x1)− g0(x2)|

≥ |x1 − x2| −
1

2
|x1 − x2| =

1

2
|x1 − x2|

ここで (iii)で得た評価を使った．これは f−1が連続であることを示す．

(v) y ∈ Bϵ/2(0)をとる．十分小さい a ∈ Rn に対して x = f−1(y), x+ b(a) = f−1(y + a)

とおく．(x, x+ b(a) ∈ Bϵ(0)．) ここで (iv)より |b(a)| ≤ 2|a|であることに注意する．
f は全微分可能なので，任意の ϵ > 0に対してある δ > 0 が存在して，|b| < δのとき

|f(x+ b)− f(x)− (Jf)xb| ≤ ϵ|b|

従って b = b(a)とおけば，|a| < δ/2のとき |b(a)| ≤ 2|a| < δであって，

|f(x+ b(a))− f(x)− (Jf)xb(a)| ≤ ϵ|b(a)| ≤ 2ϵ|a|

すなわち，
|a− (Jf)x(f

−1(y + a)− f−1(y))| ≤ 2ϵ|a|

がわかる．これを書き換えると

|f−1(y + a)− f−1(y)− ((Jf)x)
−1a| ≤ 2ϵ∥((Jf)x)−1∥ · |a|

これは f−1は yで全微分可能であり，(Jf−1)y = ((Jf)x)
−1 であることを示す．

(vi) 逆関数を h = f−1とおく．(Jh)y = ((Jf)h(y))
−1より hの偏微分係数は逆行列の係数

を与える有理関数Rjk({ai,j})を用いて

∂hj
∂yk

(y) = Rjk

({
∂fi
∂xj

(h(y))

})
の形に書けることが分かる．したがって hの偏微分係数は全て連続であり，hはC1級．
この式から帰納的に，hは r階偏微分可能で，その偏微分係数は f の r階までの偏微
分係数 Jf, J2f, . . . , Jrf と hの r − 1階までの偏微分係数 Jh, . . . , Jr−1hの有理関数
として表されることが示せる．

∂rhj
∂yk1 · · · ∂ykr

(y) = Rj,k1,...,kr(Jf(h(y)), . . . , J
rf(h(y)), Jh(y), . . . , Jr−1h(y))

従って h = f−1は C∞級．

4



幾何学 I　演習問題 No.6 (2020年 6月 2日)

レポート課題No.6　以下の問題 61と問題 63を解いて，6月 9日 17:00ま
でに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの提
出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題　

問題 58 Xをコンパクト位相空間，Y をハウスドルフ位相空間とする．連続
写像 f : X → Y が全単射であれば，同相写像であることを示せ．

問題 59 写像 f : R2 → R2を f(x, y) = (x, xy)で定める．f の臨界点の集合
および臨界値の集合を求めよ．また f の像を決定せよ．

問題 60 授業ではRPnの開集合 Ui = {[x1, . . . , xn+1] ∈ RPn | xi ̸= 0}に対し
て座標 φi : Ui → Rnを φi([x1, . . . , xn+1]) = (x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn+1

xi
)で定

義した．座標 φiが連続写像であることを証明せよ．

標準問題　

問題 61 次の写像ははめ込みか，埋め込みか．理由をつけて答えよ．

(1) f : R → R2, f(t) = ( t
2−1
t2+1

, −2t
t2+1

).

(2) g : R2 \ {(0, 0)} → R3, g(x, y) = (x2, y2, xy).

(3) h : (−∞, 1) → R2, h(t) = (1− t2, t− t3).

問題 62 f : M → N は点 pではめ込みであるとする．このとき pの開近傍
U ⊂ M が存在して f |U : U → N は埋め込みである．これを示せ．(ヒント：
前回示したはめ込み写像の局所座標表示に関する定理を使う．)

問題 63 L,NをC∞級多様体，f : L→ NをC∞級埋め込みとする．像 f(L)
はN の部分多様体になることを証明せよ．ただし，部分集合 S ⊂ N が (l次
元)部分多様体であるとは任意の s ∈ Sに対してNの座標近傍 (U ;x1, . . . , xn)
であって S ∩ U = {p ∈ U : xl+1(p) = · · · = xn(p) = 0}を満たすものが存在
することである．(ヒント：前回示したはめ込み写像の局所座標表示に関する
定理を使う．)

問題 64 N を n次元 C∞級多様体，L ⊂ N を l次元 C∞級部分多様体とす
る．授業では細部を省略した，Lが自然にC∞級多様体の構造を持つことの
証明，を完成させよ．つまり

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．

1



(1) 各点 p ∈ Lに対し，Lが部分多様体であることの定義から，pを含むN
の座標近傍 (U ; x1, . . . , xn)で

L ∩ U = {a ∈ U : xl+1(a) = · · · = xn(a) = 0}

を満たすものが存在する．このとき (U ∩L; x1, . . . , xl)はLの座標近傍
になることを示せ．

(2) このようにして与えられる座標近傍の間の座標変換が C∞級であるこ
とを示せ．

問題 65 S2 = {(x, y, z) | x2+y2+z2 = 1}上の関数 f : S2 → Rを f(x, y, z) =
xyで定める．f(x, y, z)の臨界点を全て求めよ．

問題 66 M をm次元C∞級多様体，N を n次元C∞級多様体，f : M → N
をC∞級写像とする．

(1) 部分集合F ⊂Mが閉である必要十分条件はMの開被覆 {Uα}α∈A が存
在して，任意の α ∈ Aについて F ∩ UαがUαの閉集合であることであ
る．これを示せ．

(2) 0以上の整数 rに対して Sr = {p ∈M : rank dpf ≤ r}とおく．SrはM
の閉集合であることを示せ．

注：(2)から，f の臨界点の集合 Sn−1は閉集合であることが分かる．

問題 67 RPnがハウスドルフ位相空間であることを証明せよ．([松本幸夫]命
題 11.2の証明は厳密ではない．厳密な証明を与えること．）

発展問題　

問題 68 実数 α ∈ Rに対して写像 kα : R → T 2 ∼= R2/Z2を kα(t) = [t, αt]で
定める．α /∈ Qのとき，次を示せ．

(1) kαは単射であって，その像は T 2のなかで稠密である．

(2) kαは埋め込みではない．すなわち kα : R → kα(R)は同相写像ではない．
ただし kα(R)には T 2からの相対位相を入れる．

問題 69 M,N をC∞級多様体．L ⊂ N をC∞級部分多様体とする．C∞級
写像 f : M → N がLに横断的 (transversal)であるとは，任意の点 p ∈M に
対して，f(p) ∈ Lならば

Im(dpf : TpM → Tf(p)N) + Tf(p)L = Tf(p)N

2



が成立することである．(このときf ⋔ Lと書く．)ここで，包含写像 i : L→ N
の微分df(p)i : Tf(p)L→ Tf(p)Nにより，部分多様体Lの接空間Tf(p)LはTf(p)N
の部分空間とみなしている．f がLに横断的であるならば f−1(L)はM の部
分多様体であることを証明せよ．

問題 70 M をm次元C∞級多様体，N を n次元C∞級多様体，f : M → N
を C∞級写像とする．任意の点 p ∈ M に対して rank dpf が一定の値 rをと
るとする．q ∈ N に対して f−1(q)は (空でなければ) M のm− r次元C∞級
部分多様体であることを示せ．[2020年 7月 21日問題訂正]
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幾何学 I　演習問題No.6 略解　

問題 58 f−1が連続であることを言えば良い．このためにはXの閉集合 F に対して f(F )が Y の
閉集合であることを示せばよい．X はコンパクトなので，その任意の閉部分集合 F はコンパクト
である．f は連続なので，コンパクト集合 F の像 f(F )はコンパクトである．ハウスドルフ空間の
コンパクト部分集合は閉であるから，f(F )は閉集合である．

問題 59 f のヤコビ行列は

Jf =

(
1 0
y x

)
であり，Jf が全射でないのは det Jf = 0 ⇔ x = 0である．したがって臨界点の集合は y 軸
{(0, y)}である．また臨界値の集合はこの像であって 1点集合 {(0, 0)}．fの像は {(x, y) ∈ R2 : x 6=
0} ∪ {(0, 0)}．

問題 60 π : Rn+1\{0} → RPnを自然な射影，Ũi = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xi 6= 0} = π−1(Ui)と
おく．ŨiはRn+1の開集合である．写像 φ̃i : Ũi → Rnを φ̃i(x1, . . . , xn+1) = (x1xi , . . . ,

xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn+1

xi
)

によって定めると，これは連続．与えられた座標 φiは φi ◦ π = φ̃i を満たす．したがってRnの開
集合 U に対して，π−1(φ−1

i (U)) = (φi ◦ π)−1(U) = φ̃−1
i (U)は開集合．商位相の定義から φ−1

i (U)
は開集合である．つまり φiは連続である．(問題 7と比較せよ．)

問題 61 (1) f ははめ込みであり，埋め込みである．

はめ込みであること：f の微分は

f ′(t) =

(
4t

(t2 + 1)2
,
2(t2 − 1)

(t2 + 1)2

)
であり，f ′(t) = 0となることはないから．

埋め込みであること：f は RとR = {(x, y) : x2 + y2 = 1} \ {(1, 0)}の間の同相写像を与え
ることを示そう．f(R) ⊂ Rは明らかである．写像 ϕ : R→ Rを

ϕ(x, y) =
y

x− 1

と定めると，ϕは明らかに連続．また f ◦ ϕ = idR, ϕ ◦ f = idRであることが確かめられる．
よって f の像はRであり，f は像との間の同相写像となる．

(2) はめ込みであるが，埋め込みではない．

はめ込みであること：gのヤコビ行列は

Jg =

2x 0
0 2y
y x


であり，この 2× 2小行列式∣∣∣∣2x 0

y x

∣∣∣∣ = 2x2
∣∣∣∣0 2y
y x

∣∣∣∣ = −2y2

のいずれかはゼロではない．したがって Jgの階数は 2である．

埋め込みでないこと：gは g(x, y) = g(−x,−y)を満たし，単射ではないから．

1



(3) はめ込みであるが，埋め込みではない．

はめ込みであること：h′(t) = (−2t, 1− 3t2)はゼロになることはないから．

埋め込みでないこと：hは単射であることは容易に確かめられる．しかし hは埋め込みでは
ない．実際，

lim
n→∞

h(1− 1
n) = (0, 0) = h(−1)

であるが，(−∞, 1)における点列 1− 1
n は−1に収束しない．これは hの逆写像が連続でな

いことを示している．

採点基準 　 3点．(1)-(3)各々1点づつ．各問題について，はめ込みか，埋め込みかを正しく判定
しており，またその理由を簡単に述べて 1点．理由の採点基準については以下の通りとする．は
め込みであることの理由については，微分が単射であることを述べているだけでOKとし，議論
の詳細は減点しない．(1)が埋め込みであることの証明は（もちろん証明してほしいが）していな
くても減点対象としない．(2)が埋め込みでないこと：単射でないという理由が述べられているか
どうかを見る．(3)が埋め込みでないこと：逆写像が連続でない理由が正しく述べられているかど
うか．(これは証明まで見る．)

問題 62 はめ込み写像の局所座標表示に関する定理から，p の座標近傍 (U ;x1, . . . , xm) および
f(p)の座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)が存在して f(U) ⊂ V であり，f は (x1, . . . , xm) 7→ (y1, . . . , yn) =
(x1, . . . , xm, 0, . . . , 0)の形に座標表示される．このとき，f |Uは像への同相写像であることを示そう．
まず，f |U は明らかに単射である．(x1, . . . , xm) = φ, (y1, . . . , yn) = ψとかく．また π : Rn → Rm
を最初のm成分への射影とする．f |U : U → f(U)の逆写像 g : f(U) → U は合成

f(U)
ψ−→ Rn π−→ Rm φ−1

−−→ U

で与えられる．ここで，f(U)
ψ−→ Rn π−→ Rm の像が φ−1の定義域 φ(U)に含まれていることを使っ

ている．従って gは連続である．すなわち f |U : U → f(U)は同相写像であることが示された．

問題 63 はめ込み写像の局所的性質から，任意の点p ∈ Lに対してLの座標近傍 (U ;x1, . . . , xl)およ
びN の座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)であって次の性質を満たすものが存在する．x1(p) = · · · = xl(p) =
0, y1(f(p)) = · · · = yn(f(p)) = 0, f(U) ⊂ V , f の座標表示は (x1, . . . , xl) 7→ (y1, . . . , yn) =
(x1, . . . , xl, 0, . . . , 0) で与えられる．また，f : L → f(L) は f(L) の相対位相に関して同相写像
であるから，f(U)は f(L)の相対位相に関する開集合である．即ち，開集合W ⊂ N であって
W ∩ f(L) = f(U)となるものが存在する．さらにU ′ = {(x1(p′), . . . , xl(p′)) | p′ ∈ U}をU の座標
による像とする．U ′は Rlの開集合である．ここで

Ṽ = {q ∈ V ∩W | (y1(q), . . . , yl(q)) ∈ U ′}
= {q ∈ V ∩W | (y1(q), . . . , yn(q)) ∈ U ′ × Rn−l}

とおくと Ṽ はN の開集合であって，(Ṽ ; y1, . . . , yn)はN の局所座標を与える．ここで Ṽ ∩f(L) =
{q ∈ Ṽ | yl+1(q) = · · · = yn(q) = 0}であることを示そう．q ∈ Ṽ ∩ f(L)に対して q ∈ V ∩
W ∩ f(L) = V ∩ f(U) = f(U)より，写像 f の局所表示から yl+1(q) = · · · = yn(q) = 0であ
る．逆に q ∈ Ṽ が yl+1(q) = · · · = yn(q) = 0を満たすとする．(y1(q), . . . , yl(q)) ∈ U ′ であるか
ら，U の点 p′が存在して (x1(p

′), . . . , xl(p
′)) = (y1(q), . . . , yl(q))．したがって (y1(q), . . . , yn(q)) =

(x1(p
′), . . . , xl(p

′), 0, . . . , 0)．f の局所表示から q = f(p′)であることが分かる．即ち q ∈ Ṽ ∩f(L)．
以上より f(L)が部分多様体であることが示された．(注意：教科書 [松本]の定理 12.4の証明には
少し穴があり，N の座標近傍として単に V ∩W を考えているが，正しくは上のようにとるべきで
ある．)

採点基準 　 2点．はめ込みの局所座標表示に関する定理を正しく使えているか，また L→ f(L)

が (f(L)の相対位相に関して) 同相であることを使っているかを見る．V ∩W を Ṽ に取り換える
作業については必要だが，もししていなくても減点対象とはしない．基本的には 0点か 2点．部
分点については個別に判断する．
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問題 64 (U ;x1, . . . , xn)を点 p ∈ Lを含む N の座標近傍であって U ∩ L = {q ∈ U | xl+1(q) =
· · · = xn(q) = 0}となるものとする．ここで φ = (x1, . . . , xn) : U → Rnとおく．座標の定義から
U ′ := φ(U)は Rn の開集合である．V := U ∩ Lとし，ψ := φ|V : V → Rl × {0} ⊂ Rn とおく．
まず，(V, ψ)が Lの座標近傍であることを示す．V は Lの相対位相に関する開集合である．また
ψ(V ) = U ′ ∩ (Rl × {0}) は Rlの開集合である．(Rl × {0}の Rnの部分集合としての相対位相は，
Rlの位相と一致するから．) さらに ψ : V → ψ(V )は同相写像 φ : U → U ′の V への制限であるか
ら，同相である．
次にこれらの座標近傍の間の座標変換が C∞級であることを確かめる．(Vα, ψα), (Vβ, ψβ)を

Lの座標近傍であって，上で記述した方法でN の座標近傍 (Uα, φα), (Uβ, φβ)の Lへの制限とし
て得られるものとする．このとき，Lの座標変換 ψβ ◦ ψ−1

α : ψα(Vα ∩ Vβ) → ψβ(Vα ∩ Vβ)は Rlの
開集合からRlの開集合への写像であって，N の座標変換 φβ ◦φ−1

α : φα(Uα ∩Uβ) → φβ(Uα ∩Uβ)
（これはRnの開集合からRnの開集合へのC∞級写像）のRl × {0}への制限として得られる．し
たがって ψβ ◦ ψ−1

α は C∞級である．

問題 65 開集合 {±z > 0}の上で (x, y)平面への射影を座標にとると，f の座標表示は xyであり，
この臨界点は x = y = 0のみ．また開集合 {±y > 0}上で (x, z)平面への射影を座標にとると，f
の座標表示は ±x

√
1− x2 − z2．この臨界点は x2 + z2 < 1内では (x, z) = (± 1√

2
, 0)のみである．

開集合 {±x > 0}でも同様．以上より臨界点は (0, 0,±1), (± 1√
2
,± 1√

2
, 0) (複合任意)の 6点．

問題 66 (1) F ⊂ M が閉であれば，Uα ∩ F は Uα の閉集合である．逆に，全ての αについて
Uα ∩ F が Uαの閉集合であったとする．このとき Uα \ F は Uαの開集合であり，Uαは開集
合であるからM の開集合でもある．ここで，

M \ F =
⋃
α∈A

(Uα \A)

に注意すると，F \ F は開集合．従って F はM の閉集合である．

(2) M を座標近傍の族 {(Uα, φα)}α∈A であって f(Uα)が N の座標近傍 (Vα, ψα)に含まれるも
のをとる．このとき fα = f |Uα はユークリッド空間の開集合の間の C∞級写像とみなせる．
(1)から {p ∈ Uα : rank(Jfα)p ≤ r}が Uαの閉集合であることを示せば十分である．この集
合は

{p ∈ Uα : l ≥ r + 1に対して (Jfα)pの l次小行列式が全てゼロ }

と書き直せるが，(Jfα)pの小行列式は全てUα上の連続関数であるから，この集合は閉集合
である．

問題 67 (解１)：l,mをRn+1の相異なる1次元部分空間とし，l = R(x1, . . . , xn+1),m = R(y1, . . . , yn+1)
とする．もし xi 6= 0かつ yi 6= 0となる iが存在したとする．このとき，(Ui, φi)を問題 60にある
ような RPnの座標とすると，仮定より l,m ∈ Uiである．φi : Ui → Rnは同相写像であり，Rnは
ハウスドルフであるから，l, mを分離する開集合が存在する．
もし xi 6= 0かつ yi 6= 0となる iが存在しなかったとする．このとき xj 6= 0なる j をとると，

yj = 0である．ここでφj(l) ∈ Rnを中心とする半径 1の開球体Bをとると，φ−1
j (B)は lの開近傍

となる．mは Uj に属さないので，特に φ−1
j (B) ⊂ Uj の補集合に属する．従って φ−1

j (B)が RPn

の閉集合であることが示されればよい．自然な射影 π : Rn+1 \ {0} → RPnに対して，

π−1φ−1
j (B) =

(z1, . . . , zn+1) ∈ Rn+1 \ {0} : zj 6= 0,
∑
i ̸=j

∣∣∣∣xixj − zi
zj

∣∣∣∣2 ≤ 1


=

(z1, . . . , zn+1) ∈ Rn+1 \ {0} :
∑
i≠j

∣∣∣∣zj xixj − zi

∣∣∣∣2 ≤ |zj |2


これは Rn+1 \ {0}の閉集合であるから，主張が示された．
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(解２)：2直線の角度のアイデアを使う．l,mを上の通りとすると，l,mのなす角度 θは |cos(θ)| =
|(x,y)|
∥x∥∥y∥ を満たす．ここで x = (x1, . . . , xn+1), y = (y1, . . . , yn+1)であり，(x, y)は Rn+1の標準内

積．Cauchy-Schwarzの不等式の等号成立条件を思い出すと，l = mは |cos θ| = |(x,y)|
∥x∥∥y∥ = 1と同

値であることが分かる．ここで l = Rxを固定して関数 f̃l : (Rn+1 \ {0}) → R, y 7→ |(x,y)|
∥x∥∥y∥ を考

える．f̃l は写像 fl : RPn → Rであって f̃l = fl ◦ πなるものを誘導することは容易に分かる．問
題 60（あるいは問題 7）と同じ理由により f̃l の連続性から fl の連続性が従う．l 6= mであると
すると，fl(m) < 1である．fl(m) < c < 1なる実数 cをとり，U = {k ∈ RPn | fl(k) > c},
V = {k ∈ RPn | fl(k) < c} とおくと，U, V は l,mを分離する開集合である．
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幾何学 I　演習問題 No.7 (2020年 6月 10日)

レポート課題No.7　以下の問題77と問題81を解いて，6月 16日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 71 関数 a(x)を次で定める．

a(x) =

{
e−1/x x > 0

0 x ≤ 0

自然数 kに関する帰納法で次を証明せよ．a(x)は k回微分可能であり，ある
多項式 Pk(y)が存在して次が成立する．

a(k)(x) =

{
Pk(1/x)e

−1/x x > 0

0 x ≤ 0

このことから a(x)はC∞級であることが従う．

問題 72 Mを位相多様体，(U,φ)をMの座標近傍とする．つまりU ⊂Mは
Mの開集合でφ : U → U ′ ⊂ Rm はUとRmの開集合U ′の間の同相写像とす
る．Bϵ, Bϵで（原点中心の）Rmの開球体および閉球体を表すことにする．

Bϵ = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | x21 + · · ·+ x2m < ϵ2}
Bϵ = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm | x21 + · · ·+ x2m ≤ ϵ2}

閉球体Bϵが U ′に含まれるとき，φ−1(Bϵ) = φ−1(Bϵ)を示せ．ただし左辺は
M における閉包をあらわす．(問題 40の類似問題)

問題 73 位相空間X の部分集合 U1, . . . , UN について U1 ∪ · · · ∪ UN = U1 ∪
· · · ∪ UN を証明せよ．

標準問題　

問題 74 位相多様体M に対して次の条件は同値であることを示せ．

(a) M は σコンパクト

(b) M は第二可算公理を満たす．（可算個の開基が存在する）
1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス

iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 75 位相空間Xの部分集合族{Gλ}λ∈Λが局所有限であるとき，次を示せ．∪
λ∈Λ

Gλ =
∪
λ∈Λ

Gλ.

問題 76 Mを第 2可算公理を満たすC∞級多様体とする．F1, F2を互いに交
わらない閉集合とするとき，M上のC∞級関数 f : M → Rであって f |F1 = 1,
f |F2 = 0となるものが存在することを示せ．

問題 77 Mを第 2可算公理を満たす多様体，N ⊂Mを閉部分多様体とする．
N 上のC∞級関数 f はM 上のC∞級関数に拡張されることを示せ．

(ヒント：局所的な f の拡張 fαを作り，適当な 1の分割 {ρα}を用意して∑
α ραfαを考える．)

問題 78 写像 f : Sn → RPnを合成 Sn ↪→ Rn+1 \ {0} π−→ RPn により定める．
この写像 f は 2対 1の被覆写像であることを示せ．

問題 79 Hopf写像 f : S2n+1 → CPnがC∞級写像であって，沈めこみである
ことを証明せよ．

問題 80 RPn上の関数

f([x0, x1, . . . , xn]) =
x21 + 2x22 + · · ·+ nx2n

x20 + · · ·+ x2n

がC∞級であることを示し，その臨界点を求めよ．

問題 81 写像 f : RP2 → R6を (x, y, z) ∈ S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2+y2+z2 =
1} に対して f([x, y, z]) = (x2, y2, z2, xy, yz, zx) と定義する．f はC∞級写像
であり，また埋め込みであることを示せ．

発展問題　

問題 82 (n + 1)変数多項式 f(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ R[x1, . . . , xn+1]が自然数
k ≥ 1に対して次の条件を満たすと仮定する．

f(λx1, . . . , λxn+1) = λkf(x1, . . . , xn+1) (∀λ ∈ R×)

∂f

∂x1
(x1, . . . , xn+1) = · · · = ∂f

∂xn+1

(x1, . . . , xn+1) = 0 =⇒ (x1, . . . , xn+1) = 0

このときRPnの部分集合

{[x1, . . . , xn+1] ∈ RPn | f(x1, . . . , xn+1) = 0}

はRPnの部分多様体であることを示せ．
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問題 83 σコンパクトかつ局所コンパクトなハウスドルフ位相空間はパラコ
ンパクトであることを示せ．(ヒント：1の分割の存在を示すときに授業で使っ
た補題を使う．)

問題 84 (長い半直線)　 ω1を最小の非可算順序数，すなわち非可算の整列
順序集合 ω1 であって任意の β ∈ ω1 に対して {α ∈ ω1 | α ≤ β}が可算集
合になるものとする．集合X = ω1 × [0, 1)に辞書式順序を入れる．つまり
(α, x) ≤ (β, y) ⇔ α ≤ βかつ α = βならば x ≤ yと定める．集合X の位相
を (a, b) = {x ∈ X | a < x < b}, a, b ∈ X の形の集合を開基とする位相とす
る．0 ∈ ω1を ω1の最小元とし，X∗ = X \ {(0, 0)}とおく．Xを閉じた長い
半直線，X∗を開いた長い半直線という．X∗は連結 1次元C∞多様体であっ
て，第 2可算ではない (したがって σコンパクトではない)ことを示せ．

問題 85 第 2可算公理を満たす多様体は可分 (稠密な可算部分集合を持つ)で
あることを示せ．逆に可分であるが第 2可算ではない多様体の例を挙げよ．
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幾何学 I　演習問題No.7 略解

問題 71 教科書 [松本幸夫] 補題 13.10とその周辺の説明を参照せよ．

問題 72 φ−1 は同相写像で Bϵ はコンパクトだからその像 φ−1(Bϵ) はコンパクト．M は
ハウスドルフなので φ−1(Bϵ) は閉集合である．φ−1(Bϵ)は φ−1(Bϵ)を含む閉集合だから
φ−1(Bϵ) ⊂ φ−1(Bϵ). 一方の包含関係は示された．
逆に φ−1(Bϵ) ⊂ φ−1(Bϵ) を示す．任意の点 x ∈ Bϵ に対して点列 xn ∈ Bϵ であって

limn→∞ xn = x となるものがとれる．φ−1 は Bϵ を含む開集合 U ′ 上で連続であるから，
φ−1(x) = limn→∞ φ−1(xn) である．ここで φ−1(xn) ∈ φ−1(Bϵ)より φ−1(x) ∈ φ−1(Bϵ).
従って逆の包含関係 φ−1(Bϵ) ⊂ φ−1(Bϵ)が示された．

問題 73 集合Aの閉包AとはAを含む最小の閉集合であったことを思い出そう．U1 ∪ · · · ∪
UN ⊂ U1∪ · · ·∪UN であってU1∪ · · ·∪UN は閉集合の有限和なので閉集合である．したがっ
てU1 ∪ · · · ∪ UN ⊂ U1∪ · · ·∪UN．逆にUi ⊂ U1 ∪ · · · ∪ UN であるからUi ⊂ U1 ∪ · · · ∪ UN．
したがって U1 ∪ · · · ∪ UN ⊂ U1 ∪ · · · ∪ UN．以上より U1 ∪ · · · ∪ UN = U1 ∪ · · · ∪ UN

問題 74 (a) ⇒ (b)：M の各点 xはRnの開球体と同相な近傍 U(x)を持つ．M =
∪∞
i=1Ki，

Kiはコンパクト，のとき，各Kiは有限個の U(x)で覆われる．これらの近傍を全てあわせ
て，M は可算個の開球体と同相な集合で覆われる．Rnの開球体は第二可算公理を満たす．
（有理点を中心とする半径 1/nの開球体たちが開基となる．) 第二可算公理を満たす位相空
間の可算和はやはり第二可算公理を満たす．

(b) ⇒ (a)：{Ui}∞i=1を可算開基とする．開基の元 Uiのうち，あるコンパクト集合に含
まれるものを全て集めてできる集合族を U とする．U がM の開被覆を与えることを示そ
う．任意の点 x ∈ M はコンパクトな近傍K を持つ．このとき開基の性質から，ある Uiが
存在して x ∈ Ui ⊂ K となる．ここで Ui ∈ U である．したがって U はM の開被覆である．
U = {Vj}∞j=1とすると，Vj を含むコンパクト集合Kj が存在する．このときM =

∪∞
j=1Kj．

問題 75 (松本幸夫，補題 14.9参照)　包含関係
∪
λ∈ΛGλ ⊂

∪
λ∈ΛGλ は問題 73と同様に

出来る．逆向きの包含関係を示す．x ∈
∪
λ∈ΛGλ とする．局所有限の定義から xの開近

傍 V が存在して V ∩ Gλ 6= ∅ となる λは有限個である．それらを λ1, . . . , λnとする．もし
x /∈

∪
λ∈ΛGλであるならば各 i ∈ {1, . . . , n}について x /∈ Gλi であるから，xの開近傍 Viで

あって Vi ∩Gλi = ∅となるものが存在する．U = V ∩ V1 ∩ · · · ∩ Vnとおくとき，U は xの
開近傍であって任意の λ ∈ Λについて U ∩Gλ = ∅．（実際 λが λ1, . . . , λnのどれでもなけれ
ば U ∩Gλ ⊂ V ∩Gλ = ∅であるし，λ = λi ならば U ∩Gλi ⊂ Vi ∩Gλi = ∅である．）した
がって U ∩

∪
λ∈ΛGλ = ∅．これは x ∈

∪
λ∈ΛGλに反する．よって x ∈

∪
λ∈ΛGλ．

問題 76 U1 = M \ F2, U2 = M \ F1 とする．F1 ∩ F2 = ∅より U1, U2 はM の開被覆で
ある．U1, U2 に対応する 1の分割 ρ1, ρ2 を考えると，Supp(ρi) ⊂ Ui ゆえ，ρ1|F2 = 0かつ
ρ2|F1 = 0．ρ1 + ρ2 = 1より ρ1|F1 = 1．よって f = ρ1は条件を満たす．

問題 77 Mの次元をm，Nの次元をnとする．Nは部分多様体であるから，Nの任意の点pに
対してそれを含むMのチャート (Up;x1, . . . , xm)であって，Up∩N = {xn+1 = · · · = xm = 0}
となるものが存在する．M は {Up}p∈N および開集合M \ N によって覆われる．この開被
覆に付随する 1の分割を {ρp}p∈N ∪ {τ}とする．ここで

� Supp ρp ⊂ Up, Supp τ ⊂M \N ,

� 0 ≤ ρp(x) ≤ 1, 0 ≤ τ(x) ≤ 1,

� {Supp ρp} ∪ {Supp τ}は局所有限，

1



�

∑
p∈N ρp(x) + τ(x) = 1

が成立している．チャート Up上での f の拡張 fpを座標を使って次のように定義する．

fp(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xn)

fpは明らかに Up上の C∞級関数である．次にM 上の関数 f̃pを

f̃p(x) =

{
ρp(x)fp(x) x ∈ Up

0 x /∈ Up

と定める．f̃p は C∞ 級関数である．実際，M = Up ∪ (M \ Supp ρp)は開被覆であるが，
f̃p|Up = ρpfpおよび f̃p|M\Supp ρp = 0は各々C∞級であるからである．最後に f の拡張を

f̃ =
∑
p∈N

f̃p

とおく．Supp f̃p = Supp ρpは局所有限であるから，f̃ はC∞級関数である．また x ∈ N に
対して τ(x) = 0より

∑
p∈N ρp(x) = 1．従って，

f̃(x) =
∑
p∈N

f̃p(x) =
∑

p∈N :x∈Up

f̃p(x) =
∑

p∈N :x∈Up

ρp(x)f(x) =

∑
p∈N

ρp(x)

 f(x) = f(x).

すなわち f̃(x)は f の拡張になっている．

採点基準 　 2点．部分多様体の定義を使って f の局所的な拡張 fαを与え，それを 1の分割
により

∑
α ραfαの形に張り合わせているかどうかを見る．議論の大筋が間違っているもの

は 0点．議論の大筋は似ていてもN が閉であるという条件を使っていないものは 1点減点
する．(上の解答ではM \N が開集合というところで使っている．) 議論の細かい部分，例
えば局所的拡張やそれに cut-off関数 ραをかけた関数の滑らかさに関する議論，和

∑
α ραfα

が局所有限ゆえ滑らかになること等については，不十分でも (基本的には)減点しない．
授業では，1の分割の存在定理の別のバージョンも紹介した．{Uα}を開被覆とすると

き，高々可算個の 1の分割 {ρj}∞j=1 であって {Supp ρj}は {Uα}の局所有限な細分であり，∑
j ρj(x) = 1, 0 ≤ ρj(x) ≤ 1が成り立つものが存在する．このバージョンに基づいた解答

でももちろん (正しく議論していれば) 正解である．

問題 78 略

問題 79 局所座標を使って π : S2n+1 → CPnを座標表示する．S2n+1の局所座標

U = {(x1, . . . , x2n+2) ∈ R2n+2 : x2n+2 > 0}, φ(x1, . . . , x2n+2) = (x1, . . . , x2n+1)

を考える．ただし R2n+2 の点 (x1, . . . , x2n+2)を Cn+1 の点 (x1 + ix2, . . . , x2n+1 + ix2n+2)
と同一視することにする．π(U)は CPnの座標近傍

V = {[z0, . . . , zn] : zn 6= 0}, ψ([z0, . . . , zn]) =

(
z0
zn
, . . . ,

zn−1

zn

)
に含まれるので，合成 ψ ◦ f ◦ φ−1を考えると，

ψ ◦ π ◦ φ−1(x1, . . . , x2n+1) = ψ ◦ π
(
x1, . . . , x2n+1,

√
1− x21 − · · · − x22n+1

)

=

 x1 + ix2

x2n+1 + i
√
1− x21 − · · · − x22n+1

, . . . ,
x2n−1 + ix2n

x2n+1 + i
√
1− x21 − · · · − x22n+1



2



となるが各成分は全て {(x1, . . . , x2n+1) : x
2
1 + · · ·x22n+1 < 1} 上の C∞級関数．他の座標近

傍上でも同様であり，したがって πは C∞級である．
次に πが沈めこみであることを示す．U の点 p = (a1, . . . , a2n+2)をとる．ϵ = a2n+1 +

ia2n+2とおく．π(U)上で πの次のような section sが取れる．（ただし section(切断)とは写
像 s : π(U) → U であって π ◦ s = idπ(U)を満たすもののことを言う．）写像 s : π(U) → U を

s([z0, . . . , zn]) =
ϵ

|ϵ|
√

| z0zn |
2 + · · ·+ | zn−1

zn
|2 + 1

(
z0
zn
, . . . ,

zn−1

zn
, 1

)

で定めると sの座標表示は

(w1, . . . , wn) 7−→
1

|ϵ|
√

|w1|2 + · · ·+ |wn|2 + 1
(ϵw1, . . . , ϵwn, an+1)

であるから sは C∞級写像である．また sは

π ◦ s = idπ(U), s(π(p)) = p

を満たす．従って
dpπ ◦ dπ(p)s = id

となり dpπは全射である．section sは座標近傍 U や点 pごとに異なるが，S2n+1の各々の
座標近傍で πの sectionが取れることがわかるので，πは全ての点で沈めこみである．

問題 80 臨界点は [1, 0, . . . , 0], [0, 1, 0, . . . , 0], . . . [0, . . . , 0, 1]の n+ 1点．

問題 81 [x, y, z]と等しい点を与える S2の点は (x, y, z)と (−x,−y,−z)のみであることか
ら，f が well-definedであることが分かる．
まず，fがC∞級であることを示そう．RP2の局所座標を (Ui, φi), Ui = {[x1, x2, x3] : xi 6=

0}，φi([x1, x2, x3]) = (
xj
xi
)j ̸=i とおく．例えば U1 上での座標表示は φ−1

1 (y, z) = [1, y, z] =

[ 1√
1+y2+z2

(1, y, z)], 1√
1+y2+z2

(1, y, z) ∈ S2 なので，

f ◦ φ−1
1 (y, z) =

1

1 + y2 + z2
(1, y2, z2, y, yz, z)

で与えられる．従って f は U1上でC∞級．他のチャートの上でも同様にC∞級であること
が示される．
次に f が埋め込みであることを示そう．RP2はコンパクトであるから，単射はめ込みで

あることを示せば十分である．
単射性 : (x, y, z), (x′, y′, z′) ∈ S2で f([x, y, z]) = f([x′, y′, z′])とすると，

x2 = x′2, y2 = y′2, z2 = z′2, xy = x′y′, yz = y′z′, z′x′ = zx

である．もし x 6= 0であれば，第 1の式から x′ = ϵx (ϵ ∈ {±1}) である．また xy = x′y′,
xz = x′z′ から y′ = ϵy, z′ = ϵz が従う．従って [x′, y′, z′] = [ϵx, ϵy, ϵz] = [x, y, z] である．
y 6= 0の場合，z 6= 0の場合も同様にして [x′, y′, z′] = [x, y, z]が示される．
はめ込みであること　 U1における座標表示の Jacobi行列は

J(f ◦ φ−1
1 ) =

1

(1 + y2 + z2)2



−2y −2z
2y(1 + z2) −2y2z
−2yz2 2z(1 + y2)

1− y2 + z2 −2yz
z(1− y2 + z2) y(1 + y2 − z2)

−2yz 1 + y2 − z2


3



この行列のランクは 2である．実際，1行目と 2行目からなる部分行列の行列式は (1+ y2 +
z2)−34yz であるが，これがゼロでなければランクは 2．もしゼロであれば，y = 0または
z = 0である．y = 0のとき，Jacobi行列は

1

(1 + z2)2



0 −2z
0 0
0 2z

1 + z2 0
z(1 + z2) 0

0 1− z2


となる．3行目と 4行目からなる部分行列の行列式は−(1 + z2)−32zであり，これがゼロで
なければランクは 2．もしゼロであれば z = 0である．この時にランクが 2であることは容
易に確かめられる．y 6= 0, z = 0のときも同様である．従って Jacobi行列は単射線形写像
を表す．従って U1上ではめ込み．U2, U3上ではめ込みになっていることも同様．

採点基準 　 2点．fがC∞級であることを示して 1点，また fが埋め込みであることを示し
て 1点．C∞級であることについては，一つのチャートで示していれば十分とみなす．埋め込
みであることは，定義 (はめ込みで像との同相である) に基づいて正しく示しているか，ある
いはRP2がコンパクトであることに言及し，単射はめ込みであることを示しているかを見る．
はめ込みについては，1つのチャートで微分をおおよそ正しく計算して(細かい計算違いは減
点しない) 単射線形写像であることが主張されていれば可．単射性は主張されていれば認め
ることにし，計算間違い等は減点しない．(R3上での写像 (x, y, z) 7→ (x2, y2, z2, xy, yz, zx)
の微分を計算し，そのKernelと TpS

2との交わりを求める方法，あるいはこの写像R3 → R6

が原点以外ではめ込みになっていることを示す方法も考えられるが，その場合は注意深い議
論が必要．つまり，写像R3 → R6と写像RP2 → R6 の微分の間の関係を明らかにする必要
がある．)

問題 85 このサイトの議論を見よ．
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幾何学 I　演習問題 No.8 (2020年 6月 17日)

レポート課題No.8　以下の問題89と問題92を解いて，6月 23日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題　

問題 86 Sn−1 = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n = 1} がRnの部分多様体
であることを次の二つの方法で確かめよ．

(1) 定義に基づき，Sn−1 の各点 pで Rn の座標近傍 (U ; y1, . . . , yn)をうま
くとると，U ∩ Sn−1 = {yn = 0}と書けることを示す．(例えば p =
(−1, 0, . . . , 0)で確かめよ．)

(2) 1は関数 f : Rn → R, f(x1, . . . , xn) = x21 + · · ·+ x2nの正則値であること
を示す．

注：当然 (2)の方が容易である．(2)から (1)をどのように導いたか思い出し
ておこう．(沈め込みの局所座標表示に関する結果を使う．)

問題 87 M を C∞級多様体，p ∈ M とする．f を点 pの開近傍 U で定義さ
れたC∞級関数とする．授業で示したように，次の性質を持つ pの開近傍 V
と隆起関数 (bump function) ρ : M → Rが存在する：V ⊂ U , ρはC∞級関数
で，0 ≤ ρ(x) ≤ 1, Supp(ρ) ⊂ U , ρ|V = 1．このとき次の関数 f̃ : M → Rは
C∞級関数であって f̃ |V = f |V を満たすことを示せ．

f̃(x) =

{
ρ(x)f(x) x ∈ U

0 x /∈ U

問題 88 次のR2のベクトル場X, Y の交換子積 [X, Y ]を計算せよ．

X = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
, Y = x

∂

∂y
− y

∂

∂x

(問題 93を使ってよい．)どうしてそのような計算結果になるか考察せよ．

標準問題　

問題 89 f : M → N を C∞級写像，q ∈ N を f の正則値とする．このとき
f−1(q)はMの部分多様体であり，p ∈ f−1(q)での接空間 Tpf

−1(q)は TpMの
部分ベクトル空間と見なすことができる (埋め込み写像 i : f−1(q) → M の微
分 dpiは単射なので)．Tpf−1(q) = Ker(dpf : TpM → TqN)を示せ．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 90 O(n,R) = {A ∈Mn(R) : tAA = En}を直交群とする．

(1) O(n,R)がMn(R) ∼= Rn2
のコンパクト部分多様体であることを示せ．

(2) O(n,R)の単位元での接空間 o(n,R)をMn(R)の部分空間として求めよ．
o(n,R)が交換子積で閉じていることを示せ．

問題 91 積O(n,R) × O(n,R) → O(n,R)および逆元をとる写像O(n,R) →
O(n,R)がC∞級写像であることを示せ．

問題 92 ユニタリー群をU(n) = {A ∈Mn(C) | tAA = En}で定義する．ここ
でMn(C)は複素数係数のn次正方行列全体のなすベクトル空間である．U(n)
はMn(C) ∼= Cn2 ∼= R2n2

の部分多様体であることを証明せよ．また U(n)の
単位元での接空間 u(n)をMn(C) = TEnMn(C) の部分空間として求め，それ
が括弧積で閉じていることを示せ．

問題 93 Rm上の C∞級ベクトル場X =
∑m

i=1 ξi(x)
∂
∂xi

, Y =
∑m

i=1 ηj(x)
∂
∂xi

を考える．C∞級関数 f に対して，[X,Y ]f = X(Y (f))− Y (X(f))と定める
とき，

[X, Y ]f =
m∑
i=1

m∑
j=1

(
ξj(x)

∂ηi(x)

∂xj
− ηj(x)

∂ξi(x)

∂xj

)
∂f

∂xi

とかけることを示せ．

問題 94 多様体上のC∞級ベクトル場X, Y, ZおよびC∞級関数 f について，
次を示せ．

(1) [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0．

(2) [X, fY ] = X(f)Y + f [X, Y ]．

問題 95 複素平面Cの座標 z = x +
√
−1y 7→ (x, y) ∈ R2を考える．C上の

ベクトル場X = a ∂
∂x

+ b ∂
∂y

(a, b ∈ R)はRiemann球面 Ĉ上のC∞級ベクトル
場に拡張されることを示せ．

問題 96 X = R× {0, 1} ⊂ R2に次の関係の生成する同値関係を入れる．

(x, 0) ∼ (y, 1) ⇐⇒ x = y かつ x ̸= 0

X には R2 からの相対位相を入れ，この同値関係についての商位相空間を
Y = X/ ∼とする．またUi ⊂ Y (i = 0, 1)をR×{i}の Y における像とする．

(1) Y はハウスドルフではないことを示せ．

2



(2) Uiは Y の開集合であることを示せ．

(3) πi : R×{i} → Uiを自然な写像とする．πiは同相写像であり，{(U0, π
−1
0 ), (U1, π

−1
1 )}

は Y のC∞級アトラスであることを示せ．(したがって Y は「ハウスド
ルフでないC∞級多様体」である．)

(4) 開被覆 {U0, U1}に従属する 1の分割は存在するか．

問題 97 R2を次の同値関係∼で割った商位相空間をM とする．

(x, y) ∼ (x+ n, (−1)ny +m) n,m ∈ Z

π : R2 →M を商写像とする．M はハウスドルフであり，π : R2 →M がC∞

級写像になるようなC∞ 級多様体の構造を持つことを示せ．

発展問題　

問題 98 リー群Gが多様体M に推移的に作用するとする．ここでGのM
への作用とは，C∞級写像G×M →M, (g,m) 7→ g ·mで 1 ·m = mおよび
(g1g2) ·m = g1 · (g2 ·m)を満たすものが与えられることであり，作用が推移
的であるとは，任意の 2点m1,m2 ∈Mに対して g ·m1 = m2 を満たす g ∈ G
が存在することである．m ∈ M を固定するとき，写像G → M, g 7→ g ·m
は沈め込みであることを示せ．

問題 99 リー群Gが多様体M に推移的に作用するとする．N,L ⊂ M を部
分多様体とする．このとき g ·N と Lが横断的に交わる g ∈ Gが存在するこ
とを示せ．(g ·N とLが横断的に交わるとは，任意の p ∈ (g ·N) ∩ Lに対し
て Tp(g ·N) + TpL = TpM が成り立つこと．横断性については，No.6の問題
69も見よ．)
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幾何学 I　演習問題No.8 略解

問題 86 (1) 例えば (−1, 0, . . . , 0) の開近傍として U = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn : x1 <
0, x22 + · · ·+ x2n < 1} をとり，その上の座標を

(y1, . . . , yn) = φ(x1, . . . , xn) =

(
x2, . . . , xn, x1 +

√
1− x22 − · · · − x2n

)
とおくとよい．

(2) x21 + · · ·+ x2n = 1を満たす点 p = (x1, . . . , xn)に対して，dpf = (2x1, . . . , 2xn) ̸= 0で
あるから．

問題 87 このように定義した f̃ が f̃ |V = f |V を満たすことは明らかである．f̃ が C∞級で
あることを示せばよい．Supp(ρ) ⊂ U より，M = U ∪ (M \ Supp(ρ))はM の開被覆を与え
る．f̃ がU およびM \ Supp(ρ)の上でC∞級であることを示せばよい．U 上では ρf に等し
いので C∞級である．M \ Supp(ρ)上では恒等的に 0なのでやはり C∞級である．

問題 88 簡単な計算で [X,Y ] = 0 である．極座標 (r, θ) をとる．(r =
√
x2 + y2, θ =

tan−1(y/x))．このとき

X = r
∂

∂r
=

∂

∂ log r
, Y =

∂

∂θ

と書けることから交換することが説明できる．(一般に，n次元多様体上の互いに交換する
ベクトル場X1, . . . , Xnはある局所座標 (y1, . . . , yn)を用いてXi =

∂
∂yi
の形に書ける．)

問題 89 前に示したことから，pの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)およびqの座標近傍 (V ; y1, . . . , yn)
が存在して f(U) ⊂ V , xi(p) = yj(q) = 0, f の座標表示は (x1, . . . , xm) 7→ (y1, . . . , yn) =
(x1, . . . , xn)で与えられる (n ≤ m)．このとき (U ∩ f−1(q);xn+1, . . . , xm)は f−1(q)の座標
近傍を与え，包含写像 ι : f−1(q) → M に対して dpι(

∂
∂xj

)p = ( ∂
∂xj

)p, j = n+ 1, . . . ,mであ

る．したがって Tpf
−1(q)を TpM の部分空間とみなしたとき，

Tpf
−1(q) =

⟨(
∂

∂xn+1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

⟩

である (⟨· · · ⟩は R上生成する部分空間を表す．)．一方

dpf

((
∂

∂xi

)
p

)
=


(

∂
∂yi

)
q

1 ≤ i ≤ n

0 n+ 1 ≤ i ≤ m

したがって Tpf
−1(q) = Ker(dpf)である．

採点基準 　 2点．正しく議論していれば 2点．そうでなければ 0点．上の解答以外にも，
f ◦ ι = qであることから dpf ◦ dpι = 0，すなわち Im dpι ⊂ Ker dpf を得るが，次元を比較
して Im dpι = Ker dpf を結論するという解答もOK.

問題 90 (1)のコンパクト以外は授業で説明した．コンパクト性はA ∈ O(n,R)の各列ベク
トルが長さ 1のベクトルであり，従ってO(n,R)はMn(R) ∼= Rn2

の部分集合として有界閉
集合であることから．
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問題 91 O(n,R)は (Mn(R)の開部分集合である)GLn(R)の部分多様体でもある．GLn(R)
に対しては積および逆元をとる写像は滑らか (C∞級)．このことと，部分多様体の定義から，
O(n,R)の積と逆元をとる写像がなめらかであることが分かる．詳細略．

問題 92 次の写像 F を考える．

F : Mn(C) → Herm(n), F (A) = tAA

ここでHerm(n)は n次複素正方行列Aで tA = A を満たすもの全体 (エルミート行列全体)
の集合で，これは実 n2次元のベクトル空間である．F がHerm(n)に値をとるC∞級写像で
あることは明らかである．U(n) = F−1(En)であるから，Enが F の正則値であることを示
せば十分である．まず F のA ∈Mn(C)での微分を計算する．

dAF (X) = lim
ϵ→0

F (A+ ϵX)− F (A)

ϵ
= tAX + tXA

dAF がA ∈ U(n)で全射になることを示したい．任意のB ∈ Hermnに対してX = 1
2
tA

−1
B

とおくとき，

tAX + tXA =
1

2
tAtA

−1
B +

1

2
tBA−1A =

1

2
(B + tB) = B.

である．したがってEnは F の正則値であり，U(n) = F−1(En) はMn(C)の (n2次元の)部
分多様体である．

Enでの接空間は TEnMn(C) =Mn(C)の部分空間として

u(n) = Ker(dEnF : Mn(C) → Hermn) = {X ∈Mn(C) : tX +X = 0}

で与えられる．すなわち歪エルミート行列全体のなす空間である．X1, X2を歪エルミート
行列とするとき，

t[X1, X2] =
t(X1X2 −X2X1) =

tX2
tX1 − tX1

tX2 = X2X1 −X1X2 = −[X1, X2]

ゆえ [X1, X2]も歪エルミート．すなわち，u(n) は括弧積で閉じている．

採点基準 　 2点．部分多様体であることが 1点で，リー環 u(n)を正しく求めて 1点．(括
弧積で閉じているところは採点対象外．) 部分多様体であることの議論は正しければ何でも
よいが，もし正則値の逆像が部分多様体になるという定理を使っている場合は，微分が正
しく計算できているか，また dF が全射であることが示せているか，を見る．(F の行先を
Mn(C)にしていると当然全射にならない．) リー環は u(n) = Ker dEnF であることを使っ
て正しい表示を与えていればOKとする．(それ以外の解答も正しければもちろんOKだが
個別に判断する．)

問題 93 (松本幸夫, p.231-232) の計算を参照のこと．

問題 94 (1) [[X,Y ], Z]f = [X,Y ]Zf −Z[X,Y ]f = (XY − Y X)Zf −Z(XY − Y X)f など
と定義に従って展開すると，全ての項が消しあうことが分かる．詳細略．

(2) [X, fY ]g = XfY g − fY Xg = X(f) · Y (g) + f(XY (g)) − f(Y X(g)) = (X(f)Y +
f [X,Y ])(g)．

問題 95 無限遠点の周りでの座標を u +
√
−1v = z−1 = x

x2+y2
+

√
−1 −y

x2+y2
とおくとき，

∂
∂x = −(u2 − v2) ∂∂u − 2uv ∂

∂v ,
∂
∂y = 2uv ∂

∂u − (u2 − v2) ∂∂v．これらは無限遠点 u = v = 0の

周りでのC∞級ベクトル場に拡張される．よってX = a ∂
∂x + b ∂∂y は Ĉ上のC∞級ベクトル

場に拡張される．
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問題 96 (1) Xの点 (x, i)の同値類を [x, i] ∈ Y と書くことにする．[0, 0]と [0, 1]を分離する
開集合が存在しないことを示そう．[0, 0] ∈ V0, [0, 1] ∈ V1，V0, V1は Y の開集合とする．ま
た π : X → Y を自然な射影とする．π−1V0は (0, 0)を含む開集合であるから，ある ϵ > 0 が
存在して (−ϵ, ϵ)×{0} ⊂ π−1V0．同様にある ϵ′ > 0が存在して (−ϵ′, ϵ′)×{1} ⊂ π−1V1．こ
こで δ = min(ϵ/2, ϵ′/2)とおくと，(δ, 0) ∈ π−1V0かつ (δ, 1) ∈ π−1V1．π−1V1は同値関係∼
で閉じているから (δ, 1) ∼ (δ, 0) ∈ π−1V1 でもある．したがって π−1V0 ∩ π−1V1 ̸= ∅．すな
わち V0 ∩ V1 ̸= ∅．

(2) π−1U0 = X \ {(0, 1)} = X ∩ (R2 \ {(0, 1)}) はX の (相対位相に関する)開集合であ
るから U0は Y の開集合．U1も同様．

(3) まず πiが同相写像であることを示す．πi : R×{i} → UiはR×{i} ↪→ X
π−→ Y (連続

写像の合成より連続) から誘導される写像であるから連続である．πiが全単射であることは
明らかなので，πiが開写像であることを示せばよい．V ⊂ R×{i}を開集合とする．(R×{i}
はX の開集合なので V はX の開集合である．) ϕ : X → X を ϕ(x, i) = (x, 1− i)で定義さ
れる同相写像とすると，π−1(πi(V )) = V ∪ ϕ(V \ {(0, i)})が成り立ち，これはXの開集合．
よって πi(V )は Y の開集合．
次にφ0 = π−1

0 , φ1 = π−1
1 の間の座標変換を見る．φ0 ◦φ−1

1 : φ1(U0 ∩U1) → φ0(U0 ∩U1)
は R \ {0} = φ1(U0 ∩ U1) = φ0(U0 ∩ U1)の恒等写像であり，C∞級．

(4) 1の分割{ρ0, ρ1}が存在するとする．Supp ρ0 ⊂ U0, ρ0+ρ1 = 1よりρ1([0, 1]) = 1であ
る．同様に ρ0([0, 0]) = 1である．一方でxn = [ 1n , 0] = [ 1n , 1]とおくとき 1 = ρ0(xn)+ρ1(xn)．
Ui内で点列xnは [0, i]に収束するので1 = limn→∞(ρ0(xn)+ρ1(xn)) = ρ0([0, 0])+ρ1([0, 1]) =
2．これは矛盾である．よって {U0, U1}に従属する 1の分割は存在しない．
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幾何学 I　演習問題 No.9 (2020年 6月 23日)

レポート課題No.9　以下の問題 101を解いて，6月 30日 (火)17:00までに
PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの提出は受
け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 100 次のベクトル場の積分曲線を求めよ．これらのベクトル場は完備か．

(1) R上のベクトル場 x2 ∂
∂x
．

(2) R2 上のベクトル場 x ∂
∂y

− y ∂
∂x
．

(3) R2 \ {(0, 0)}上のベクトル場 x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
．

(4) R2 \ {(1, 1)} 上のベクトル場 x ∂
∂y

+ y ∂
∂x
．

標準問題　

問題 101 n次正方行列 A = (ai,j)に対して，Rn 上のベクトル場 V (A)を
V (A) =

∑
1≤i,j≤n ai,jxj

∂
∂xi
と定義する．ただし，x1, . . . , xnはRnの座標．

(1) V (A)の x0を初期値とする積分曲線 x(t)が x(t) = exp(tA)x0で与えら
れることを確認せよ．ただし，exp(tA) =

∑∞
n=0

1
n!
(tA)nは行列の指数

写像である．とくに V (A)は完備なベクトル場である．

(2) Aが交代行列，すなわち tA + A = 0を満たすとする．このとき V (A)
は単位球面 Sn−1に接している，すなわち，任意の p ∈ Sn−1に対して，
V (A)p ∈ TpS

n−1 であることを示せ．

(3) Aを交代行列とする．(2)よりV (A)はSn−1 上のベクトル場とみなすこ
とができる．このとき V (A)が Sn−1上のベクトル場として滑らか (C∞

級)であることを示せ．またさらに (1)で求めたflow φt(x0) = exp(tA)x0
は Sn−1を保つことを確認せよ．

(4) n次正方行列A,Bに対して [V (A), V (B)] = −V ([A,B])を示せ．ただ
し右辺の [A,B] = AB −BAは行列の交換子積である．

問題 102 C∞級多様体M上のC∞級ベクトル場X に対してX(f) = f 2 +1
を満たすC∞級関数 f が存在すれば，Xは完備ではないことを示せ．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．

1



　

問題 103 f(x)をRnの開集合U 上で定義されたRn値のC∞級関数とする．
また aを U の点とする．次の微分方程式を考える．

x(0) = a,
dx

dt
(t) = f(x(t))

十分小さい ϵ > 0に対して U に値をとる C∞級の解 x : (−ϵ, ϵ) → U が一意
的に存在することを次のようにして示せ．x0(t) = aを定数関数とし，関数
xn(t)を帰納的に

xn+1(t) = a+

∫ t

0

f(xn(s))ds

で定めるとき，ある区間 (−ϵ, ϵ)上で xn(t)は解に一様収束する．

問題 104 Rn上の C∞級ベクトル場X =
∑n

i=1 fi(x)
∂
∂xi
について，全ての i

に対し fi(x)がRn上の有界関数であるとする．このときX は完備であるこ
とを示せ．

問題 105 直交群O(n)のリー環の元X ∈ o(n)に対して，O(n)上のベクトル
場Xを

XA = XA

で定める．X, Y ∈ o(n)に対して [X,Y ] = −[X,Y ] を示せ．

問題 106 問題 105におけるベクトル場 X は次のように得られることを示
せ．O(n)における積をm : O(n) × O(n) → O(n)とかく．m(g1, g2)におい
て g2 を固定し，g1 について単位元 g1 = e = En で微分することで得られ
る写像をD1m(e, g2) : o(n) = TEnO(n) → Tg2O(n)とする．このときXA =
D1m(e, A)Xであることを示せ．

問題 107 X, Y ∈ o(n)に対して，O(n)上のベクトル場 V を VA = XA+AY
で定める．VA ∈ TAO(n)であることを確かめ，その積分曲線を求めよ．

発展問題　

問題 108 問題 103の解は初期値 aおよび時間 tの両方について C∞級であ
ることを示せ．

問題 109 XをM上の完備ベクトル場とする．Xの生成する 1パラメータ変
換群をΦ: M×R →M , (x, t) 7→ Φ(x, t) = φt(x)とかく．Φが (x0, t0) ∈M×R
の近傍でC∞級であることを示そう．以下では簡単のため t0 > 0とする．
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(1) K = Φ({x0} × [0, t0]) とおく．Kの開近傍 V と ϵ > 0が存在してΦは
V × (−ϵ, ϵ)上でC∞級であることを示す．

(2) 自然数N > 0を t0/N < ϵとなるようにとるとき，φt0 =
N 個︷ ︸︸ ︷

φt0/N ◦ φt0/N ◦ · · · ◦ φt0/N
を使って φt0が x0の近傍でC∞級であることを示す．

(3) Φ(x, t0+t) = φt+t0(x) = φt(φt0(x)) = Φ(φt0(x), t)を用いてΦが (x0, t0)
の近傍でC∞級であることを示す．
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幾何学 I　演習問題No.9 略解

問題 100 (1) x(t) = x(0)
1−x(0)t . 解は t = 1/x(0)で爆発するので，完備ではない．

(2) 完備である． (
x(t)
y(t)

)
=

(
cos t − sin t
sin t cos t

)(
x(0)
y(0)

)
(3) 完備である．((x(0), y(0)) ̸= (0, 0)から出発した積分曲線は原点を通ることはない．)

(x(t), y(t)) = (etx(0), ety(0))．

(4) (
x(t)
y(t)

)
=

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)(
x(0)
y(0)

)
積分曲線は x2 − y2 = constを満たす．(1, 1)を通る積分曲線の像は {(x, x) : x > 0}で
あり，この集合の点を初期値とする積分曲線は (1, 1)と有限時間でぶつかってしまう．
従って完備ではない．

問題 101 (1) ベクトル場 V (A)の点 x(t)での値は基底 ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn
に関して表示すると，

ベクトルAx(t)で与えられる．従って x0を初期値とする積分曲線 x(t)は

dx

dt
(t) = Ax(t) x(0) = x0

を満たす．これを積分して
x(t) = exp(tA)x0

を得る．

(2) Sn−1は関数 f(x1, . . . , xn) = x21 + · · · + x2n を用いて Sn−1 = f−1(1)と書くことがで
きる．ここで 1は f の正則値であるから，p ∈ Sn−1に対して TpS

n−1 = Ker dpf が成
り立っている．(ただし TpS

n−1を包含写像の微分により自然に Rn = TpRnの部分空
間とみなした．) 従って dpf(V (A)p) = V (A)pf = 0を示せば十分である．実際，

V (A)(f) =

∑
i,j

ai,jxj
∂

∂xi

 n∑
k=1

x2k =
∑
k,j

ak,jxj2xk = 0

となる．最後の変形でAが交代行列 ak,j = −aj,k であることを用いた．

(3) V (A)は明らかに Rn上のベクトル場としてなめらかである．Rnの部分多様体である
Sn−1 上のベクトル場としてもなめらかであることを示そう．p ∈ Sn−1 の座標近傍
(U ; y1, . . . , yn)を U ∩ Sn−1 = {yn = 0}となるようにとることができる．V (A)は滑
らかなので，この座標系において，U 上の C∞級関数 ξi(y1, . . . , yn)により

V (A) =
n∑
i=1

ξi(y1, . . . , yn)
∂

∂yi

と座標表示される．V (A)がSn−1に接しているという条件から，ξn(y1, . . . , yn−1, 0) = 0
である．Sn−1の局所座標は (U ∩ Sn−1; y1, . . . , yn−1) で与えられ，この座標に関して

V (A) =
n−1∑
i=1

ξi(y1, . . . , yn−1, 0)
∂

∂yi

1



と表示できる．従って V (A)は Sn−1上のベクトル場として C∞級である．

flow φt(x)が Sn−1を保つことを確認しておく．x0 ∈ Sn−1のとき，

∥φs(x)∥2 = tφs(x) · φs(x)
= tx0 exp(s

tA) exp(sA)x0 =
tx0 exp(−sA) exp(sA)x0

= tx0 · x0 = 1

注: flow φtがSn−1を保つことは (計算しなくても)ベクトル場 V (A)がSn−1に接して
いることから従う．理由を正確に述べると次のとおり．V (A)をSn−1に制限してSn−1

上のベクトル場とみなしたものを V ′(A)と書く．包含写像を i : Sn−1 → Rnと書くと
き，p ∈ Sn−1 に対して dpi(V

′(A)p) = V (A)i(p) であることに注意しよう．任意の点
p ∈ Sn−1に対して pを初期値とする V ′(A)の積分曲線 c(t)が存在する．ここで i(c(t))
が pを初期値とする V (A)の積分曲線であることを示せばよい．(なぜなら，そのとき
i(c(t)) = φt(p)であり，φtが Sn−1を保つことが分かるから．) i(c(0)) = i(p) = pで
あり，

d

dt
i(c(t)) = dc(t)i

(
dc

dt
(t)

)
= dc(t)i(V

′(A)c(t)) = V (A)i(c(t))

従って i(c(t))は V (A)の積分曲線である．

(4) A = (ai,j), B = (bi,j)とおく．No.8の問題 93を使った直接計算により，

[V (A), V (B)] =
∑
k

{(
V (A)

(∑
l

bk,lxl

))
∂

∂xk
−

(
V (B)

(∑
l

ak,lxl

))}
∂

∂xk

=
∑
k


∑

i,j

ai,jxj
∂

∂xi

(∑
l

bk,lxl

)−

∑
i,j

bi,jxj
∂

∂xi

(∑
l

ak,lxl

) ∂

∂xk

=
∑
k

∑
i,j

bk,iai,jxj −
∑
i,j

ak,ibi,jxj

 ∂

∂xk

= V (BA−AB) = −V ([A,B])

採点基準 　各小問 1点で計 4点．
(1) は x(t)に対する正しい微分方程式を立てているかどうかを見る．
(2) は V (A)p ⊥ pを示していても可とする．
(3)はベクトル場が滑らかであることの局所座標による定義にもどって考えているかど

うか (単に「滑らかなベクトル場の制限だから滑らか」は認めない)，またフローが Sn−1を
保っていることを計算して確かめている or 理由を正しく述べている (ベクトル場が Sn−1に
接しているから明らか，でも認める)かを見る．[滑らかさと Sn−1を保つことの両方できて 1
点．]ベクトル場が滑らかであることの証明の別解としては，f 7→ (V (A)(f) : p 7→ V (A)p(f))
が，C∞(Sn−1) → C∞(Sn−1)なる写像を定めていることを示す，などもありうる．(授業で
C∞(M) → C∞(M)なるライプニッツ則を満たす線形写像が C∞級ベクトル場に対応する
ことを説明した．)

(4)は正しく計算していれば OK．別解としてはちょっと高度であるが V (A)のフロー
φt(x) = exp(tA)xに対してLie微分 d

dt(φ−t)∗V (B)|t=0を計算するのもOK．((φ−t)∗V (B))p =
e−tABetApとなる．)

問題 102 もし積分曲線 c : R →Mが存在すれば，f(c(t))はR上のC∞級関数で d
dtf(c(t)) =

dc
dt (t)(f) = Xc(t)(f) = f(c(t))2+1を満たす．この微分方程式の一般解は f(c(t)) = tan(t+a)
であるが，これは R全体で C∞級になりえない．

2



問題 103 Bδ(a) ⊂ U となる δ > 0をとる．またBδ(a)上での f の Lipschitz定数をK，|f |
の最大値をM とする．つまり

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|, |f(x)| ≤M (∀x, y ∈ Bδ(a))

が成り立つとする．ϵ > 0をMϵ < δなるものとするとき，集合

X = {x(t) ∈ C0([−ϵ, ϵ]) : ∥x− a∥C0 ≤ δ}

は写像F : x(t) 7→ a+
∫ t
0 f(x(s))dsで閉じていることが分かる．ここで∥u∥C0 = sups∈[−ϵ,ϵ] |u(s)|

は supノルムである．また x1, x2 ∈ X に対して

∥F(x1)−F(x2)∥C0 = sup
t∈[−ϵ,ϵ]

∣∣∣∣∫ t

0
(f(x1(s))− f(x2(s)))ds

∣∣∣∣ ≤ ϵK∥x1 − x2∥C0

であるから，さらに ϵ > 0が ϵK < 1を満たせば F : X → X は縮小写像である．X は完備
距離空間なので，縮小写像の原理から主張が従う．

問題 108 問題 103の解は

dx

dt
(t) = f(x(t) + a), x(0) = 0

の解により a+ x(t)で与えられる．従って，初期値に関する滑らかさの問題は，パラメータ
を含んだ微分方程式の解の滑らかさの問題に帰着される．そこで，一般に微分方程式

dx

dt
(t) = f(x(t), a, t), x(0) = 0 (1)

の解の存在と滑らかさについて議論しよう．ここで f(x, a, t)はRn×Rm×Rの原点 (x, a, t) =
(0, 0, 0) のある開近傍で定義された C1級関数とする．問題 103と同じ議論を

X = {x(a, t) ∈ C0(Br(0)× [−ϵ, ϵ]) : ∥x∥C0 ≤ δ}

という形の関数空間で行うことにより，ある適当な ϵ > 0, r > 0, δ > 0に対して積分方程式

x(a, t) =

∫ t

0
f(x(a, s), a, s)ds

解 x(a, t) ∈ X が一意に存在することが分かる．(ここで f はBδ(0)×Br(0)× [−ϵ, ϵ]を含む
開集合で定義されているものとする．) このとき x(a, t)は aを止めたとき (1)の一意な解と
なっている．次に解 x(a, t)が C1級であることを示そう．∂x

∂t が連続であることは微分方程
式 (1) から明らかであるから， ∂x

∂aj
が存在して連続であることを示せばよい．x(a, t)が C1

級であれば gi,j(a, t) =
∂xi
∂aj

(a, t)は次の微分方程式を満たすはずである．

d

dt
gi,j(a, t) =

∑
k

∂fi
∂xk

(x(a, t), a, t)gk,j(a, t) +
∂fi
∂aj

(x(a, t), a, t)

gi,j(a, 0) = 0

(2)

すなわちgi,jは非同時の線形微分方程式の解である．係数の関数
∂fi
∂xk

(x(a, t), a, t)，∂fi
∂aj

(x(a, t), a, t)

の連続性から，上の方程式 (正確にはこれを積分方程式に書き直したもの) の解 gi,j(a, t)は
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Br(0)× [−ϵ, ϵ] 上の連続関数として一意に存在する．微分方程式が線形なので，定義域をよ
り小さくする必要はないことに注意しておこう．実際，

L = sup
(a,t)∈Br(0)×[−ϵ,ϵ]

∥∥∥∥∥
(
∂fi
∂xk

(x(a, t), a, t)

)
i,k

∥∥∥∥∥
とおくと，解が t ∈ [−1/(2L), 1/(2L)]∩ [−ϵ, ϵ] の範囲で存在することが縮小写像の原理から
従うが，これを少しづつ大きい区間へと接続してゆけばよい．gi,jが ∂xi

∂aj
に等しいことを示そ

う．以下では a ∈ Br(0)を固定する．ベクトル値関数 gi(a, t)を gi(a, t) = (gi,j(a, t))j=1,...,m

とおく．微小なベクトル δa ∈ Rmに対して (ただし δaは a+ δa ∈ Br(0)となるようにとる
ものとする)

xi(a+ δa, t) =

∫ t

0
fi(x(a+ δa, s), a+ δa, s)ds

xi(a, t) =

∫ t

0
fi(x(a, s), a, s)ds

gi(a, t) · δa =

∫ t

0

(∑
k

∂fi
∂xk

(x(a, s), a, s) · (gk(a, s) · δa) +
∂fi
∂a

(x(a, s), a, s) · δa

)
ds

が成立する．簡単のため ∂fi
∂xk

(x(a, s), a, s), ∂fi∂a (x(a, s), a, s) を各々
∂fi
∂xk

, ∂fi∂a と書く．上の式
から，

|xi(a+ δa, t)− xi(a, t)− gi(a, t) · δa|

=

∣∣∣∣∣
∫ t

0

(
fi(x(a+ δa, s), a+ δa, s)− fi(x(a, s), a, s)−

∑
k

∂fi
∂xk

· (gk(a, s) · δa)−
∂fi
∂a

· δa

)
ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t

0

∣∣∣∣∣fi(x(a+ δa, s), a+ δa, s)− fi(x(a, s), a, s)−
∑
k

∂fi
∂xk

δxk −
∂fi
∂a

· δa

∣∣∣∣∣ ds
+

∫ t

0

∑
k

∣∣∣∣ ∂fi∂xk
(δxk − gk(a, s) · δa)

∣∣∣∣ ds
ただし，δxk = xk(a+ δa, s)− xk(a, s)とおいた．fiはC1級であることと，δa→ 0のとき
sについて一様に δx→ 0であることから，∣∣∣∣∣fi(x(a+ δa, s), a+ δa, s)− fi(x(a, s), a, s)−

∑
k

∂fi
∂xk

δxk −
∂fi
∂a

· δa

∣∣∣∣∣ = o(|δa|)

である．しかもこの評価は sについて一様である，つまり，任意の ϵ′ > 0に対してある c > 0
が存在して |δa| < cのとき全ての s ∈ [−ϵ, ϵ] に対して∣∣∣∣∣fi(x(a+ δa, s), a+ δa, s)− fi(x(a, s), a, s)−

∑
k

∂fi
∂xk

δxk −
∂fi
∂a

· δa

∣∣∣∣∣ ≤ ϵ′|δa|

が成立する．(C1級関数に関する有限増分の公式 F (x+ δx)−F (x) =
∫ x+δx
x F ′(s)dsを用い

よ．) 上の積分不等式と組み合わせて

|δx(a, t)− g(a, t)δa| ≤ ϵ′
√
nϵ|δa|+ C

∫ t

0
|δx(a, s)− g(a, s)δa|ds
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ただし C = sups∈[−ϵ,ϵ] ∥(
∂fi
∂xk

(x(a, s), a, s))i,k∥とおき，g(a, t) = (gi,j(a, t))i,j は行列値関数
と思っている．Gronwallの不等式から

|δx(a, t)− g(a, t)δa| ≤ ϵ′
√
nϵ|δa|eCt ≤ ϵ′

√
nϵeCϵ|δa|

これは x(a, t)が点 aで全微分可能で，微分係数が gi,j(a, t) で与えられることを示している．
以上より x(a, t)はBr(0)× [−ϵ, ϵ]上の C1級関数であることが分かった．
最後に f(x, a, t)がC∞級である場合に，(1)の解がC∞級になることを示そう．上の議

論で x(a, t)がBr(0)× [−ϵ, ϵ] 上のC1級であることは分かっている．したがって gi,j(a, t)の
満たす微分方程式 (2)はC1級関数で定義されている (つまり係数に現れる関数は全てC1級
関数)．以上で x(a, t)に関して行ったのと同じ議論を gi,j(a, t)について繰り返せば，gi,j(a, t)
も Br(0) × [−ϵ, ϵ]上の C1 級関数になる．したがって x(a, t)は C2 級関数になる．さらに
∂gi,j
∂ak

(a, t)が満たす微分方程式を解析することで ∂gi,j
∂ak

(a, t)がC1級になることが分かり，従っ
て gi,j はC2級，x(a, t)はC3級となる．これを繰り返して x(a, t)がC∞級になることが分
かる．

問題 109 (1) 常微分方程式の解が局所的に一意に存在し，また初期値に滑らかに依存す
ること (問題 108)から，次が言える．M の任意の点 pに対して pの開近傍Upと ϵ > 0
が存在して Φ|Up×(−ϵ,ϵ) : Up × (−ϵ, ϵ) →M は C∞級である．

K = Φ({x0} × [0, t0])の各点ごとに上の主張を適用すると，K は Up, p ∈ K で覆わ
れる．Φ|{x0}×Rは積分曲線であり，特に連続写像である．従ってこの写像による有界
閉区間の像であるK はコンパクト．従ってK は有限個の Up1 , . . . , UpN により覆われ
る．このとき ϵi > 0が存在して，Φ|Upi×(−ϵi,ϵi)はC∞級である．ϵ = min(ϵ1, . . . , ϵN )，
V = Up1 ∪ · · · ∪ UpN とおくとき，Φ|V×(−ϵ,ϵ)は C∞級である．

(2) (1)より，φt0/N はK の開近傍 V 上で C∞ 級である．φ◦k
t0/N

=

k 回︷ ︸︸ ︷
φt0/N ◦ · · · ◦ φt0/N =

φkt0/N，1 ≤ k ≤ N が x0の近傍でC∞ 級であることを kについての帰納法で示そう．
k = 1のときは明らかである．k < N について φ◦k

t0/N
が x0の開近傍W ⊂ V でC∞級

であることが示されたとする．φ◦k
t0/N

(x0) = φkt0/N (x0) ∈ K であり，V はK の開近

傍であるから，φ◦k
t0/N

(W ′) ⊂ V を満たす x0の開近傍W ′ ⊂W が存在する．このとき

φ
◦(k+1)
t0/N

= φt0/N ◦ φ◦k
t0/N

はW ′上でC∞級である．帰納法より φ◦N
t0/N

= φt0 は x0のあ
る開近傍で C∞級であることが分かった．

(3) Φ(x, t0 + t) = φt+t0(x) = φt(φt0(x)) = Φ(φt0(x), t)である．φt0 は x0 のある開近
傍W で C∞ 級である．また φt0(x0)のある開近傍 U と ϵ > 0が存在して Φ(x, t)は
(x, t) ∈ U × (−ϵ, ϵ)でC∞級である．ここで x0の開近傍W ′ ⊂W で φt0(W

′) ⊂ U と
なるものが存在する．このとき Φ(x, t0 + t) = Φ(φt0(x), t)は (x, t) ∈ W ′ × (−ϵ, ϵ)で
C∞級になる．これは Φ(x, t)がW ′ × (t0 − ϵ, t0 + ϵ)上で C∞級であることを示す．
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幾何学 I　演習問題 No.10 (2020年 7月 1日)

レポート課題No.10　以下の問題111と問題119を解いて，7月7日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 110 多様体上の C∞ 級ベクトル場 X およびその積分曲線 c(t)を考え
る．X の局所座標表示をX =

∑m
i=1Xi(x1, . . . , xm)

∂
∂xi

, c(t)の局所座標表示
を (c1(t), . . . , cm(t))とする．初期値を ci(0) = aiとするとき，ci(t)の t = 0で
のTaylor展開を 2次の項まで求めよ．

問題 111 φθ : R2 → R2を反時計回りの角度 θの回転，すなわち行列(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
の左からの掛け算で与えられる線形写像とする．

(1) φθが 1パラメータ変換群を与えることを示し，対応するベクトル場を
求めよ．

(2) (x, y)をR2の座標とするとき，(φθ)∗(x
∂
∂x
)の座標表示を求めよ．

(3) d
dθ
(φ−θ)∗(x

∂
∂x
)
∣∣
θ=0
を求めよ．

問題 112 M,N,Qを C∞ 級多様体，φ1 : M → N , φ2 : N → Qを C∞ 級
微分同相写像とする．M 上の C∞級ベクトル場X について (φ2 ◦ φ1)∗X =
φ2∗(φ1∗(X)) を示せ．

問題 113 (r, θ)をR2の極座標とする．1-form dθを直交座標 (x, y)に関して
座標表示せよ．

標準問題　

問題 114 微分同相写像φ : M → N とM 上のC∞級ベクトル場Xについて
φ∗XはN 上のC∞級ベクトル場になることを示せ．

問題 115 授業では微分同相写像 φ : M → N とM 上の C∞ 級ベクトル場
X ∈ X(M)に対してXの押し出し φ∗X ∈ X(N)を定義した．この定義が一
般のC∞級写像 φ : M → N に対してうまく行かないのはなぜか．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 116 φ : M → N をC∞級微分同相とする．M 上のベクトル場X, Y に
対して，[φ∗X,φ∗Y ] = φ∗[X,Y ]を示せ．(さらに余裕があれば，φが微分同
相とは限らないC∞級写像のときにこの主張を一般化せよ．)

問題 117 X, Y をM 上の C∞級ベクトル場，φtをX の flowとする．授業
で示した Lie微分についての定理

d

dt
(φ−t)∗Y

∣∣∣∣
t=0

= [X,Y ]

について，局所座標表示を使った別証明を与えよ．つまり，ある局所座標
(x1, . . . , xm)に関して

X =
m∑
i=1

Xi(x)
∂

∂xi
, Y =

m∑
i=1

Yi(x)
∂

∂xi

φt(x) = (φ1(x, t), . . . , φm(x, t))

と座標表示し，与式の両辺を座標表示で計算して一致することを確かめよ．

問題 118 X, Y をM上のC∞級ベクトル場，φt, ψtを各々X, Y の flowとす
る．s, tが小さいとき近似式

ψs ◦ φt − φt ◦ ψs ≈ st[X,Y ]

が成立する，という主張を (適当に解釈した上で)説明せよ．(一つの可能な
解釈は，両辺を局所座標表示することによって与えられる．)

問題 119 Cの座標を z = x+
√
−1yとおく．C上の 1-form

α =
dx

(1 + x2 + y2)2

はリーマン球面 Ĉ = C ∪ {∞}上のC∞級 1-formに拡張されることを示せ．

問題 120 S1 上の角度座標 θ 7→ e
√
−1θ ∈ S1 に対して，dθは S1 上の well-

definedな1次微分形式を与える．(角度座標θそのものは大域的にwell-defined
な関数ではないことに注意しよう．) dθ = df を満たす関数 f ∈ C∞(S1)は存
在しないことを示せ．

問題 121 M を第二可算公理を満たすC∞級多様体，αをC∞級の 1次微分
形式で，全ての点 p ∈ M に対して αp 6= 0 となるものとする．このときC∞

級ベクトル場Xで α(X) = 1を満たすものが存在することを示せ．

問題 122 M をC∞級多様体，X1, . . . , XmをM 上のC∞級ベクトル場で全
ての i, j に対して [Xi, Xj] = 0を満たすものとする．点 p ∈ M において
(X1)p, . . . , (Xm)pが TpM の基底であるとき，pの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)が
存在して U 上でXi =

∂
∂xi
となることを示せ．
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幾何学 I　演習問題No.10 略解

問題 110 c(t)の微分方程式は次で与えられる．

dci(t)

dt
= Xi(c1(t), . . . , cm(t))

従って ci(0) = aiを用いて

dci
dt

(0) = Xi(a1, . . . , am)

d2ci
dt2

(t) =

m∑
j=1

∂Xi

∂xj
(c1(t), . . . , cm(t))

dcj
dt

(t) =

m∑
j=1

∂Xi

∂xj
(c1(t), . . . , cm(t))Xj(c1(t), . . . , cm(t))

ゆえ

d2ci
dt2

(0) =

m∑
j=1

∂Xi

∂xj
(a1, . . . , am)Xj(a1, . . . , am)

従って Taylor展開を tの 2次まで与えると，

ci(t) = ai +Xi(a1, . . . , am)t+
m∑
j=1

∂Xi

∂xj
(a1, . . . , am)Xj(a1, . . . , am)

t2

2
+ o(t2)

問題 111 (1) 1パラメータ変換群であることを示すには，φθ1+θ2 = φθ1 ◦ φθ2 , φ0 = idを
示せばよいがこれは容易である．対応するベクトル場は

d

dθ
φθ(x, y)

∣∣∣∣
θ=0

=
d

dθ
(x cos θ − y sin θ, x sin θ + y cos θ)

∣∣∣∣
θ=0

= (−x sin θ − y cos θ)
∂

∂x
+ (x cos θ − y sin θ)

∂

∂y

∣∣∣∣
θ=0

= −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
.

(2) 定義に基づいて (φθ)∗(x
∂
∂x) の点 p = (x0, y0)での値を計算する．(

(φθ)∗

(
x
∂

∂x

))
p

= (dφ−1
θ (p)φθ)

(
x
∂

∂x

)
φ−1
θ (p)

= (dφ−1
θ (p)φθ)

[
x(φ−1

θ (p)) ·
(
∂

∂x

)
φ−1
θ (p)

]

φθは線形写像であるから，dφ−1
θ (p)φθは (基底 ∂

∂x ,
∂
∂y に関して) φθの表現行列と同じ

行列で表現される線形写像である．従って

= (x0 cos θ + y0 sin θ)

(
cos θ

(
∂

∂x

)
p

+ sin θ

(
∂

∂y

)
p

)

= (x0 cos
2 θ + y0 cos θ sin θ)

(
∂

∂x

)
p

+ (x0 cos θ sin θ + y0 sin
2 θ)

(
∂

∂y

)
p

1



従って

(φθ)∗

(
x
∂

∂x

)
= (x cos2 θ + y cos θ sin θ)

∂

∂x
+ (x cos θ sin θ + y sin2 θ)

∂

∂y

=
1

2

(
(x(1 + cos 2θ) + y sin 2θ)

∂

∂x
+ (x sin 2θ + y(1− cos 2θ))

∂

∂y

)
(3) (解 1): (2)の計算結果から

d

dθ
(φ−θ)∗

(
x
∂

∂x

)∣∣∣∣
θ=0

= −y ∂
∂x

− x
∂

∂y
.

である．

(解 2): (1)より φθはベクトル場−y ∂
∂x + x ∂

∂y の生成する 1パラメータ変換群である．
従って求めるものはこのベクトル場による Lie微分であり，それはベクトル場の交換
子積で与えられる．

d

dθ
(φ−θ)∗

(
x
∂

∂x

)∣∣∣∣
θ=0

= L−y ∂
∂x

+x ∂
∂y

(
x
∂

∂x

)
=

[
−y ∂

∂x
+ x

∂

∂y
, x

∂

∂x

]
= −y ∂

∂x
− x

∂

∂y

採点基準 　各小問 1点で計 3点．(1) は 1パラメータ変換群の条件 φθ1+θ2 = φθ1 ◦ φθ2 ,
φ0 = idが述べられており (述べているだけで十分)，対応するベクトル場が正しく計算され
ていればよい．(2) は定義に従って正しく計算できているかどうか (倍角公式で書きなおす
必要はない)，(3) は正しく計算できているかどうかを見る．

問題 112 点 q ∈ Qでの両辺の値を比べる．φ−1
1 (q) = p ∈ N , φ−1

2 (p) = r ∈M とおくとき，

((φ2 ◦ φ1)∗X)q = dr(φ2 ◦ φ1)(Xr)

= dpφ2(drφ1(Xr))

= dpφ2(φ1∗X)p

= (φ2∗(φ1∗X))q

問題 113 θ = arctan(y/x)より

dθ =
1

1 + (y/x)2
d(y/x) =

x2

x2 + y2
xdy − ydx

x2
=
xdy − ydx

x2 + y2

問題 114 p ∈ M , q ∈ N , φ(p) = qとし，点 pの周りの座標近傍 (U ;x1, . . . , xm), 点 qの
周りの座標近傍 (V ; y1, . . . , ym)とする．φは微分同相なので φ(U) = V としてよい．(U を
U ∩ φ−1(V )で置き換え，V を V ∩ φ(U)で置き換えればよい．）これら二つのチャートに関
する φの座標表示を

yi = φi(x1, . . . , xm)

とし，逆写像の座標表示を
xi = (φ−1)i(y1, . . . , ym)
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とする．またX =
∑m

i=1Xi(x)
∂
∂xi
をX の U 上での座標表示とする．このとき

(φ∗X)y = (dφ−1(y)φ)Xφ−1(y)

= (dφ−1(y)φ)
m∑
i=1

Xi(φ
−1(y))

(
∂

∂xi

)
φ−1(y)

=
m∑
i=1

m∑
j=1

Xi(φ
−1(y))

∂φj
∂xi

(φ−1(y))

(
∂

∂yj

)
y

ここで φ−1(y)は正確には ((φ−1)1(y1, . . . , ym), . . . , (φ
−1)m(y1, . . . , ym))である．この座標

表示から φ∗X は C∞級ベクトル場．

問題 115 φ : M → N をC∞級写像とする．ベクトル場X ∈ X(M)に対して押し出し φ∗X
を定義したいとすると，それは次の性質をもつべきである．

(φ∗X)φ(p) = dpφ(Xp)

ここで，もし φが単射でなければ φ(p1) = φ(p2), p1 ̸= p2を満たす 2点 p1, p2 ∈ M が存在
することになるが，dp1φ(Xp1), dp2φ(Xp2) は一般には異なるため，定義がwell-definedでは
ない．
また，φが全射でなければ，φの像に入らない点 q ∈ N に対して (φ∗X)q をどのように

定めればよいか不定性が残る．

問題 116 φ : M → N が微分同相のとき，ベクトル場を C∞級関数への作用素とみなすと，
φ∗X = (φ∗)−1 ◦X ◦ φ∗ が成り立つことを使えば直ちに従う．

φ : M → N が一般のC∞級写像のとき．X ∈ X(M)とX ′ ∈ X(N)がφで関係しており，
Y ∈ X(M)と Y ′ ∈ X(N)が φで関係しているとき [X,Y ] ∈ X(M)と [X ′, Y ′] ∈ X(N)が φ
で関係する．これもベクトル場を関数への作用素と思ったときの関係式 φ∗ ◦X ′ = X ◦ φ∗,
φ∗ ◦ Y ′ = Y ◦ φ∗から直ちに従う．

問題 118 (余り厳密ではない説明 1) 　局所座標 (x1, . . . , xm)で表示したとき，各点 xに対
して

ψis(φt(x))− φit(ψs(x)) ≈ st[X,Y ]i(x)

となることを説明しよう．ここで上付きの添え字 iは座標表示の i成分を表す．(ベクトル場
[X,Y ]については，基底 { ∂

∂xi
}で展開したときの i番目の成分である．) s, tが非常に小さい

とき，flow φt, ψsは Taylor展開より次の式で近似される．

φit(x) ≈ xi + tXi(x), ψis(x) ≈ xi + sY i(x)

従って

ψis(φt(x)) ≈ φit(x) + sY i(φt(x)) ≈ xi + tXi(x) + sY i(x+ tX(x))

≈ xi + tXi(x) + sY i(x) + st(∂XY
i)(x)

φit(ψs(x)) ≈ ψis(x) + tXi(ψs(x)) ≈ xi + sY i(x) + tXi(x+ sY (x))

≈ xi + sY i(x) + tXi(x) + st(∂YX
i)(x)

ただし，(∂XY
i)(x) =

∑m
j=1X

j(x)(∂xjY
i)(x) 等はX 方向への方向微分を表す．以上より

ψis(φt(x))− φit(ψs(x)) ≈ st((∂XY
i)(x)− (∂YX

i)(x)) = st[X,Y ]i(x)
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(もう少し正確な説明 2) 上の計算ではTaylor展開の 2次の項までを見ているので，正確
には φt(x)，ψs(x)のTaylor展開の 2次までを見ないといけない．つまり問題 110にあるよ
うに

φit(x) ≈ xi + tXi(x) +
t2

2
∂XX

i(x), ψis(x) ≈ xi + sY i(x) +
s2

2
∂Y Y

i(x)

と展開して，以上と同様に (Taylor展開の 2次までを)計算すると，

ψis(φt(x)) ≈ φit(x) + sY i(φt(x)) +
s2

2
(∂Y Y

i)(φt(x))

≈ xi + tXi(x) + sY i(x) +
t2

2
(∂XX

i)(x) + st(∂XY
i)(x) +

s2

2
(∂Y Y

i)(x)

φit(ψs(x)) ≈ ψis(x) + tXi(ψs(x)) +
t2

2
(∂XX

i)(ψs(x))

≈ xi + sY i(x) + tXi(x) +
t2

2
(∂XX

i)(x) + st(∂YX
i)(x) +

s2

2
(∂Y Y

i)(x)

となって結果は同じである．
(数学的に厳密な説明 3)　与えられた近似式を次のように解釈する．任意の xの近傍で

定義された任意の C∞級関数 f に対して (s, t) → (0, 0)のとき，

f(ψs(φt(x))− f(φt(ψs(x))) = st([X,Y ]f)(x) + o(s2 + t2)

が成立する．つまり，右辺は左辺の (s, t)に関する 2次までのTaylor展開になっている．s, t
が十分小さいとき，f(φt(ψs(x))), f(ψs(φt(x)))は意味をもち，(s, t)のC∞級関数になるこ
とに注意したい．上の説明 1・2は f が座標関数 xiであるときの特別の場合になっている．

∂

∂s
f(ψs(φt(x)))

∣∣∣∣
s=0

= (Y f)(φt(x))

であるから
∂

∂t

∂

∂s
f(ψs(φt(x)))

∣∣∣∣
s=t=0

= (X(Y f))(x)

が言える．同様にして

∂

∂s

∂

∂t
f(φt(ψs(x)))

∣∣∣∣
s=t=0

= (Y (Xf))(x)

が言える．従って

∂2

∂t∂s
(f(ψs(φt(x)))− f(φt(ψs(x))))

∣∣∣∣
s=t=0

= ([X,Y ]f)(x)

である．また
f(ψs(φt(x)))− f(φt(ψs(x)))

∣∣∣
s=0

= 0

であるから
∂k

∂tk
(f(ψs(φt(x)))− f(φt(ψs(x))))

∣∣∣∣
s=t=0

= 0, ∀k ≥ 0

が言える．同様にして

∂k

∂sk
(f(ψs(φt(x)))− f(φt(ψs(x))))

∣∣∣∣
s=t=0

= 0, ∀k ≥ 0

が言える．これらの計算から上の Taylor展開が従う．
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問題 119 Ĉの∞のまわりの座標をw = s+
√
−1tとおく．z = x+

√
−1yとw = s+

√
−1t

は座標変換 w = 1/zにより関係している．

x+
√
−1y =

1

s+
√
−1t

=
s

s2 + t2
−
√
−1

t

s2 + t2

与えられた 1-form αは座標 (x, y)について明らかにC∞級である．αを座標 (s, t)で表示す
ると，(s, t) ̸= (0, 0)のとき，

α =
dx

(1 + x2 + y2)2
=

d
(

s
s2+t2

)
(1 + ( s

s2+t2
)2 + ( −t

s2+t2
)2)2

= (s2 + t2)2
(s2 + t2)ds− s(2sds+ 2tdt)

((s2 + t2)2 + s2 + t2)2
=

(t2 − s2)ds− 2stdt

(1 + s2 + t2)2

係数に現れる関数 t2−s2
(1+s2+t2)2

, −2st
(1+s2+t2)2

は s = t = 0のまわりに C∞級に拡張される．従っ
て αは s = t = 0に C∞級に拡張されることが分かった．

採点基準 　 1点．αが無限遠点の近傍でC∞級であることを (具体的に計算して)確かめて
いるかどうか．

5



幾何学 I　演習問題 No.11 (2020年 7月 8日)

レポート課題No.11　以下の問題124と問題127を解いて，7月14日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 123 M,N,QをC∞級多様体，f : M → N , g : N → QをC∞級写像と
する．Q上の 1次微分形式 αに対して (g ◦ f)∗α = f ∗(g∗α)を示せ．

問題 124 次の微分形式を計算せよ．(φ∗(α∧β) = φ∗α∧φ∗β, dφ∗(α) = φ∗(dα)
を使う．)

(1) R2上の 1次微分形式 xdy − ydx を極座標 (r, θ)で座標表示せよ．

(2) (x, y, z)をR3の座標とする．φ : R3 → R3をφ(x, y, z) = (x, xy, xyz)と
おく．φ∗(dy ∧ dz)を求めよ．

(3) R3上の 1次微分形式 α = f(x, y, z)dx+ g(x, y, z)dy + h(x, y, z)dz に対
して dαを求めよ．

(4) R3上の2次微分形式β = f(x, y, z)dy∧dz+g(x, y, z)dz∧dx+h(x, y, z)dx∧
dy に対して dβを求めよ．

(5) R6上の微分形式ω = dx1∧dx2+dx3∧dx4+dx5∧dx6に対して，ω∧ω∧ω
を求めよ．

標準問題

問題 125 V をR上の有限次元ベクトル空間とする．
∧k V は次の「universal

mapping property」を持つことを示せ．授業では
∧k V を V の基底を用いて

定義したが，この性質により
∧k V は基底の取り方によらないことが分かる．

任意のベクトル空間W と，多重線形性と反対称性を満たす写像φ : V k →
W に対して線形写像 φ̃ :

∧k V → W であって次の図式を可換にするものが
ただ一つ存在する．

V k φ //

π

��

W

∧k V

φ̃

==

ここで縦の写像 π : V k →
∧k V は π(v1, . . . , vk) = v1 ∧ · · · ∧ vk．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 126 有限次元ベクトル空間の間の線形写像 f : V →W に対して線形写
像 f :

∧k V →
∧kW であって v1 ∧ · · · ∧ vkを f(v1) ∧ · · · ∧ f(vk)に写すもの

がただ一つ存在する．これを universal mapping propertyを使って示せ．

問題 127 R3上の 2次微分形式 αを

α = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy

とおく．i : S2 → R3を包含写像とする．S2の北極からの立体射影の与える
座標 φ : S2 \ {(0, 0, 1)} → R2 によって i∗αを座標表示せよ．ただしNo.1, 問
題 6の答え (とそこで使った計算)を用いてよい．

問題 128 Rnの開集合上のC∞級関数 fi(x1, . . . , xn)，1 ≤ i ≤ kに対して次
を示せ．

df1 ∧ · · · ∧ dfk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

∂(f1, f2 . . . , fk)

∂(xi1 , xi2 , . . . , xik)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

ただし

∂(f1, f2, . . . , fk)

∂(xi1 , xi2 , . . . , xik)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂f1
∂xi1

∂f1
∂xi2

· · · ∂f1
∂xik

∂f2
∂xi1

∂f2
∂xi2

· · · ∂f2
∂xik

...
. . .

...
∂fr
∂xi1

∂fr
∂xi2

· · · ∂fr
∂xir

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
問題 129 M,N を C∞ 級多様体，φ : M → N を C∞ 級写像，ωを N 上の
C∞ 級の k 次微分形式とする．M の局所座標 (x1, . . . , xm), N の局所座標
(y1, . . . , yn) をとり，αおよび φの局所表示を各々

α =
∑

i1<i2<···<ik

αi1,...,ik(y1, . . . , yn)dyi1 ∧ · · · ∧ dyik

yj = φj(x1, . . . , xm), 1 ≤ j ≤ n

とする．前問の結果を使って φ∗αの局所表示を与え，αがC∞級ならば φ∗α
もC∞級であることを示せ．

問題 130 V を有限次元実ベクトル空間．V ∗をその双対空間とする．v ∈ V
に対して線形写像 i(v) :

∧k V ∗ →
∧k−1 V ∗ で次の性質を満たすものがただ一

つ存在することを示せ．i(v)を内部積という．

(1) φ ∈ V ∗に対して i(v)φ = φ(v).

(2) α ∈
∧k V ∗, β ∈

∧l V ∗に対し i(v)(α∧β) = (i(v)α)∧β+(−1)kα∧(i(v)β).
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発展問題

問題 131 V を有限次元ベクトル空間とする．
∧k V の元 xが v1, . . . , vk ∈ V

を用いてx = v1∧· · ·∧vkと書けるときxは分解可能であるという．x ∈
∧k V

が分解可能であることと，任意の φ1, . . . , φk−1 ∈ V ∗に対して

(i(φ1)i(φ2) · · · i(φk−1)x) ∧ x = 0

が成り立つことは同値であることを示せ．

問題 132 S3 = {(z, w) ∈ C2 : |z|2+ |w|2 = 1}を 3次元球面，π : S3 → CP1 ∼=
Ĉ，π(z, w) = [z, w]をHopf写像とする．(問題 33,56も参照)．i : S3 → C2を
包含写像とし，C2の座標を (x1 +

√
−1x2, x3 +

√
−1x4) とおく．

i∗(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) = π∗ω

を満たす S2上の 2次微分形式 ωが存在することを示せ．

3



幾何学 I　演習問題No.11 略解

問題 123

((g ◦ f)∗α)p = αg◦f(p) ◦ dp(g ◦ f)
= αg(f(p)) ◦ df(p)g ◦ dpf
= (g∗α)f(p) ◦ dpf = (f∗(g∗α))p

問題 124 (1) x = r cos θ, y = r sin θより

xdy − ydx = r cos θ d(r sin θ)− r sin θ d(r cos θ) = r2dθ.

(2)

φ∗(dy ∧ dz) = d(φ∗(y)) ∧ d(φ∗(z))

= d(xy) ∧ d(xyz)
= (xdy + ydx) ∧ (yzdx+ xzdy + xydz)

= xy2dx ∧ dz + x2ydy ∧ dz

(3)

dα =

(
∂h

∂y
− ∂g

∂z

)
dy ∧ dz +

(
∂f

∂z
− ∂h

∂x

)
dz ∧ dx+

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dx ∧ dy

dαは rotationの計算に対応することに注意しよう．

(4)

dβ =

(
∂f

∂x
+
∂g

∂y
+
∂h

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

dβは divergenceの計算に対応することに注意しよう．

(5)
ω ∧ ω ∧ ω = 6dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 ∧ dx5 ∧ dx6

採点基準 　計 3点．(1)-(2)が両方できて 1点，(3)-(4)が両方できて 1点，(5)ができて 1
点．正しく計算できていればよい．[(3)-(4)については座標表示まで求めてもらうことを意
図しているが，df のまま残している解答も間違いではないので減点しない．] 最後の答えを
書き写すときのミス等，極めて軽微なミスについては減点しなくてもよい．

問題 125 e1, . . . , enを V の基底とする．授業では

k∧
V =

⊕
i1<···<ik

R ei1 ∧ · · · ∧ eik

と定めたのであった．もし問題の性質を満たすような φ̃が存在すれば，可換図式から i1 <
· · · < ikに対して φ̃(ei1 ∧ · · ·∧ eik) = φ(ei1 , . . . , eik)である．このことから φ̃は存在すれば一
意的に決まることが分かる．次に φ̃を基底 ei1∧· · ·∧eik (i1 < · · · < ik)をφ(ei1 , . . . , eik) ∈W
に送る線形写像として定めたときに，問題にある可換図式を満たすことを示す．まず (単調
増加とは限らない)任意の組 (j1, . . . , jk) ∈ {1, . . . , n}kに対して

φ(ej1 , . . . , ejk) = φ̃(ej1 ∧ · · · ∧ ejk)

1



であることに注意しておく．これは φの反対称性から明らかである．任意の v1, . . . , vk ∈ V
に対して vi =

∑n
j=1 ai,jej とおくとき，

φ̃(v1 ∧ · · · ∧ vk) =
n∑

j1=1

· · ·
n∑

jk=1

a1,j1 · · · ak,jk φ̃(ej1 ∧ · · · ∧ ejk)

=
n∑

j1=1

· · ·
n∑

jk=1

a1,j1 · · · ak,jkφ(ej1 , . . . , ejk) = φ(v1, . . . , vk).

以上により示された．

問題 126 写像 V k →
∧kW，(v1, . . . , vk) 7→ f(v1)∧ · · · ∧ f(vk)が多重線形性と反対称性を

満たすことをチェックすればよい．

問題 127 φの逆写像は φ−1(x, y) = ( 2x
1+x2+y2

, 2y
1+x2+y2

, x
2+y2−1
x2+y2+1

)であたえられた．与えら
れた問題は (φ−1)∗αを求めることである．

(φ−1)∗α = (φ−1)∗(xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy)

=
2x

1 + x2 + y2
d

(
2y

1 + x2 + y2

)
∧ d
(
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
+

2y

1 + x2 + y2
d

(
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
∧ d
(

2x

1 + x2 + y2

)
+
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1
d

(
2x

1 + x2 + y2

)
∧ d
(

2y

1 + x2 + y2

)
であるが，

d

(
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
= d

(
1− 2

x2 + y2 + 1

)
= −2d

(
1

x2 + y2 + 1

)
より

d

(
2y

1 + x2 + y2

)
∧ d
(
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
=

(
2dy

1 + x2 + y2
+ 2yd

(
1

1 + x2 + y2

))
∧ d
(

−2

x2 + y2 + 1

)
= (−2)

2dy

1 + x2 + y2
∧ d
(

1

x2 + y2 + 1

)
=

4dy ∧ (2xdx+ 2ydy)

(1 + x2 + y2)3
=

−8xdx ∧ dy
(1 + x2 + y2)3

同様に

d

(
x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1

)
∧ d
(

2x

1 + x2 + y2

)
=

−8ydx ∧ dy
(1 + x2 + y2)3

また

d

(
2x

1 + x2 + y2

)
∧ d
(

2y

1 + x2 + y2

)
=

(
2dx

1 + x2 + y2
− 2x(2xdx+ 2ydy)

(1 + x2 + y2)2

)
∧
(

2dy

1 + x2 + y2
− 2y(2xdx+ 2ydy)

(1 + x2 + y2)2

)
=

4dx ∧ dy
(1 + x2 + y2)2

− 8y2dx ∧ dy
(1 + x2 + y2)3

− 8x2dx ∧ dy
(1 + x2 + y2)3

=
4(1− x2 − y2)

(1 + x2 + y2)3
dx ∧ dy

2



以上の計算を合わせて

(φ−1)∗α =

(
−16x2

(1 + x2 + y2)4
+

−16y2

(1 + x2 + y2)4
− 4(x2 + y2 − 1)2

(1 + x2 + y2)4

)
dx ∧ dy

=
−4dx ∧ dy

(1 + x2 + y2)2

が得られる．

採点基準 　 1点．最終計算結果が正しくなければ 0点．最終の結果として書かれた式が正
しいがきれいな形になっていない場合，分母分子を約分してこの答が得られる程度 (例えば
分母が (1+x2+ y2)4で分子に (1+x2+ y2)2を展開したものが現れるなど) であれば減点し
ない．結果が正しくても計算途中とみなされるような答え (例えば通分していない，dx∧ dy
と dy ∧ dxをまとめていない，など) は 0点とする．

問題 128 dfi =
∑n

j=1
∂fi
∂xj

dxj である．外積の多重線形性を使って df1 ∧ · · · ∧ dfk を展開し，
さらに反対称性を用いて基底 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , i1 < i2 < · · · < ik の線形結合としてあらわ
すことを考える．このとき dxi1 ∧ · · · ∧ dxik の係数は，

sgn(σ)
∂f1
∂xiσ(1)

· · · ∂fk
∂xiσ(k)

を全ての k次の置換 σにわたってたしあげたものである．このことから主張は明らかである．

問題 129 p ∈M をとる．(φ∗α)pは αφ(p) ∈
∧k T ∗

φ(p)N を dpφ : TpM → Tφ(p)N の誘導する

線形写像 (dpφ)
∗ :
∧k T ∗

φ(p)N →
∧k T ∗

pM によって写した像である．

(φ∗α)p = (dpφ)
∗αφ(p) =

∑
i1<···<ik

αi1,...,ik(φ(p))(dpφ)
∗(dyi1 ∧ · · · ∧ dyik)

=
∑

i1<···<ik

αi1,...,ik(φ(p))(dpφ)
∗(dyi1) ∧ · · · ∧ (dpφ)

∗(dyik)

ここで (dpφ)
∗dyia = φ∗(dyia) = d(φ∗yia) = dφia に注意すると，これは∑

i1<···<ik

αi1,...,ik(φ(p))dφi1 ∧ · · · ∧ dφik

前問の結果を使って座標表示すれば，

φ∗α =
∑

i1<···<ik

∑
j1<···<jk

αi1,...,ik(φ1(x), . . . , φn(x))
∂(φi1 , . . . , φik)

∂(xj1 , . . . , xjk)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk

この表示から「αが C∞級=⇒ φ∗αが C∞級」は明らか．

問題 130 一意性はほぼ明らかである．実際 ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk ∈
∧k V ∗, ωi ∈ V ∗に対して

i(v)ω =
k∑
l=1

(−1)l−1ωl(v) · ω1 ∧ · · · ∧ ω̌l ∧ · · · ∧ ωk

となることが性質 (1), (2)からすぐわかる．逆に e1, . . . , enを V の基底，e∗1, . . . , e
∗
nを V ∗の

双対基底とし，

i(v)(e∗j1 ∧ · · · e∗jk) :=
k∑
l=1

(−1)l−1e∗jl(v) · ej1 ∧ · · · ∧ ějl ∧ · · · ∧ ejk

と定めて
∧k V ∗全体に線形に拡張するとき，性質 (1), (2)を満たすことを示せばよい．
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幾何学 I　演習問題 No.12 (2020年 7月 15日)

レポート課題No.12　以下の問題135と問題140を解いて，7月21日 (火)17:00
までに PandAでオンラインで提出してください．締め切りを過ぎたものの
提出は受け付けません 1．また，違う問題番号を解いたものは採点しません．

基本問題

問題 133 αを滑らかな 1-form, ωを滑らかな 2-form, X, Y , Zを滑らかなベ
クトル場とする．次が成り立つことを問題 138, 問題 140の結果を利用して確
認せよ．

(α ∧ ω)(X, Y, Z) = α(X)ω(Y, Z) + α(Y )ω(Z,X) + α(Z)ω(X, Y )

dα(X, Y ) = Xα(Y )− Y α(X)− α([X, Y ])

dω(X, Y, Z) = Xω(Y, Z) + Y ω(Z,X) + Zω(X, Y )

− ω([X,Y ], Z)− ω([Y, Z], X)− ω([Z,X], Y )

問題 134 V を n次元実ベクトル空間とする．V の向きと，
∧n V の向きの間

に自然な一対一対応があることを示せ．また V の向きと，双対空間 V ∗の向
きの間に自然な一対一対応があることを示せ．

問題 135 Cnを実ベクトル空間とみて，その基底 (e1,
√
−1e1, e2,

√
−1e2, . . . , en,

√
−1en)

によって向きを定める．ただし e1, . . . , enはCnの (C上の)標準基底を表す．
R上の線形同型写像 f : Cn → R2nを f(z1, . . . , zn) = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
と定める．ただし zk = xk +

√
−1ykとした．R2nに標準的な向き (つまり標

準基底 e1, . . . , e2nによる向き) を与えるとき，同型写像 f が向きを保つため
に自然数 nの満たすべき条件を求めよ．

問題 136 Xをコンパクト位相空間，{Vα : α ∈ A}を局所有限なXの被覆と
する．(Vαは開集合とは仮定しない．) このとき {α ∈ A : Vα ̸= ∅}は有限集
合であることを示せ．

標準問題

問題 137 V を Rベクトル空間，V ∗を V の双対空間，e∗1, . . . , e
∗
nを V ∗の基

底とする．I = (i1, . . . , ik)に対して V 上の k次の反対称形式 φI : V
k → Rを

φI(v1, . . . , vk) = det
(
e∗ia(vb)

)
1≤a,b≤k

と定める．Iが 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ nを満たす全ての組 (i1, . . . , ik)を動くと
き φI たちは V 上の全ての k次の反対称形式のなすRベクトル空間の基底を
なすことを示せ．

1PandA がダウンしている等の理由で提出できない場合は私のメールアドレス
iritani@math.kyoto-u.ac.jpに直接送付してください．
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問題 138 V をR上の有限次元ベクトル空間とする．V ∗をV の双対空間とす
る．

∧k V ∗の元を授業で説明したとおりV k上の反対称形式と見なす．ただし，
授業での定義はφ1∧· · ·∧φk ∈

∧k V ∗ を (v1, . . . , vk) 7→ det((φi(vj))1≤i,j≤k)な
る反対称形式と見なすものであった．ω ∈

∧k V ∗，η ∈
∧l V ∗およびv1, . . . , vk+l ∈

V に対して

(ω∧η)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ω(vσ(1), . . . , vσ(k))η(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l))

が成り立つことを示せ．

問題 139 R4上の 2次微分形式 ω = dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4を考える．

(1) 1次微分形式 α, βであって ω = α ∧ β を満たすものは存在しないこと
を示せ．(ヒント：ω ∧ ωを計算する．)

(2) 4次正方行列Aで表現される線形写像 f : R4 → R4 に対して，

f ∗ω = ω ⇐⇒ tAJA = J

を示せ．ただし J =

(
0 −E2

E2 0

)
は 4次正方行列．(ヒント：ωの与え

る反対称形式を考える．)

問題 140 C∞級k次微分形式ω ∈ Ωk(M)およびC∞級ベクトル場X1, . . . , Xk+1 ∈
X(M)に対して次の公式が成り立つことを示そう．

dω(X1, . . . , Xk+1) =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, . . . , X̌i, . . . , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j, . . . , Xk+1)

まず各々の座標近傍上で両辺が等しいことを示せばよいことに注意する．つ
まり座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)をとり，X1, . . . , Xk+1をU 上のベクトル場，ω
を U 上の微分形式として等式を示せばよい．

(1) 右辺はX1, . . . , Xk+1の各々についてC∞(U)線形であることを示せ．

(2) 右辺はX1, . . . , Xk+1の置換について反対称であることを示せ．

(3) 上の等式をX1 = ∂
∂xi1

, . . . , Xk+1 = ∂
∂xik+1

，i1 < · · · < ik+1のときに示

し，これから任意のX1, . . . , Xk+1 ∈ X(U) に対して成り立つことを結
論せよ．
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問題 141 M をm次元C∞級多様体，X1, . . . , XmをM のC∞級ベクトル場
でM の各点で接空間の基底をなすものとする．θ1, . . . , θmをM の 1次微分
形式でM の各点でX1, . . . , Xmの双対基底となるものとする．

(1) θiはC∞級の 1次微分形式であることを示せ．

(2) C∞級関数 ai,j,k ∈ C∞(M)に対して [Xi, Xj] =
∑n

k=1 ai,j,kXkが成り立
つとき，次を示せ．

dθi +
1

2

∑
j,k

aj,k,iθj ∧ θk = 0

問題 142 [0, 1]× (−1, 1)に次の関係の生成する同値関係を定める．

(0, x) ∼ (1,−x), x ∈ (−1, 1).

この同値関係に関する商位相空間M = [0, 1] × (−1, 1)/ ∼はMöbiusの帯と
呼ばれる．M に C∞級多様体の構造を定め，M が向きづけ不可能であるこ
とを示せ．

問題 143 R3の 2次微分形式 ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dyを考える．

(1) 点 p ∈ R3に対して ωp(v, w) = det(p, v, w) であることを示せ．ただし
p, v, wは 3次元縦ベクトルとみなしている．

(2) A ∈ GL(3,R)に対して fA : R3 → R3, p 7→ ApをAの定める線形写像
とする．f ∗

Aω = det(A)ωを示せ．

(3) i : S2 ⊂ R3を包含写像とし，η = i∗ωとおく．ηは S2の至る所消えな
い 2次微分形式であることを示せ．ただし，ηが至る所消えないとは任
意の p ∈ S2に対して ηp ̸= 0であること．

発展問題　

問題 144 X を C∞級ベクトル場，φtをX の flowとする．C∞級 k-form ω
に対して

LXω :=
d

dt
φ∗
tω

∣∣∣∣
t=0

を ωのXによる Lie微分という．LXω はC∞級 k-form である．次を示せ．

(1) LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + α ∧ LXβ

(2) LX(dα) = d(LXα)

3



問題 145 問題 130の内部積を使って，ベクトル場X ∈ X(M)と k-form ω ∈
Ωk(M)の内部積 i(X)ω ∈ Ωk−1(M)が

(i(X)ω)p := i(Xp)ωp

と定義される．微分形式の Lie微分に関するCartanの公式

LXω = (i(X)d+ di(X))ω

を示せ．
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幾何学 I　演習問題No.12 略解

問題 133 略

問題 134 V の基底 (v1, . . . , vn)の定める向きに対して
∧n V の基底 v1 ∧ · · · ∧ vnの定める

向きを対応させる写像が well-definedであることを示せばよい．
また V の基底 (v1, . . . , vn)の定める向きに対してその双対基底 (v∗1, . . . , v

∗
n)の定める向

きを対応させる写像が well-definedであることを示せばよい．同じ向きを与える別の基底
(w1, . . . , wn) をとる．wj =

∑
i ai,jvi とすると det((ai,j)i,j) > 0 である．このとき v∗i =∑

j ai,jw
∗
jであることが，wjでの値を見ることで分かる．したがって (v∗1, . . . , v

∗
n)と (w∗

1, . . . , w
∗
n)

は同じ向きを定める．

問題 135 線形写像 f を正の向きの基底に関して座標表示すると

(x1, y1, . . . , xn, yn) 7→ (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

なる形で与えられる．この写像は置換行列で表現され，f が向きを保つのはこの置換の符
号が 1であるときである．この置換の符号は (−1)(n−1)+(n−2)+···+1 = (−1)n(n−1)/2である．
従って

f が向きを保つ⇐⇒ n(n− 1)/2 が偶数⇐⇒ n ≡ 0 or 1 (mod4)

採点基準 1点．置換の符号を求めて正しい条件を得ているかを見る．「n(n− 1)/2が偶数」
と「n ≡ 0, 1」のどちらでもよい．(あるいはこれ以外でも nに関する簡明な正しい条件に
なっていればよい．)

問題 136 局所有限被覆の定義から，X の各点 xに対して xの開近傍 UxでAx = {α ∈ A :
Vα∩Ux 6= ∅}が有限集合であるものが存在する．Xのコンパクト性からX = Ux1 ∪· · ·∪Uxm
とできる．このとき Vα 6= ∅であれば Vα ∩ Uxi 6= ∅なる iが存在する．従って α ∈ Axi．す
なわち αは有限集合Ax1 ∪ · · · ∪Axm に属する．

問題 137 e1, . . . , enを V の基底で e∗1, . . . , e
∗
nの双対基底になるものとする．大文字 I, J に

より I = (i1 < i2 < · · · < ik)，J = (j1 < j2 < · · · < jk) なる組を表すことにし，
eJ = (ej1 , . . . , ejk)などとおく．このとき φI(eJ) = δI,J であることに注意しよう．まず φI
たちが一次独立であることを見る．

∑
I cIφI = 0であれば eJ での値を見て cJ = 0が分

かる．よって φI は一次独立．次に φI たちが k 次反対称形式全体を生成することを見る．
ω : V k → Rを反対称形式とする．ω =

∑
I ω(eI)φI であることを示せばよい．まず，両辺は

eJ で同じ値を持つ．反対称性と多重線形性から，ωは全ての J に対する eJ での値 ω(eJ)か
ら一意に決定されるため，等式が言える．

問題 138 ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk，η = η1 ∧ · · · ∧ ηl のときに示せば十分である．(一般の ω, η
はこのような形の元の和になり，示したい式の両辺は ω, η各々について線形であるから．)
ω ∧ ηは ω1, . . . , ωkの置換について反対称，η1, . . . , ηlの置換について反対称であることに注
意する．つまり ω ∧ η = sgn(τ) sgn(ρ)ωτ(1) ∧ · · · ∧ ωτ(k) ∧ ηρ(1) ∧ · · · ∧ ηρ(l)が全ての τ ∈ Sk,
ρ ∈ Slについて成立する．従って τ, ρにわたってこれを平均化すると，

ω ∧ η =
1

k!l!

∑
τ∈Sk,ρ∈Sl

sgn(τ) sgn(ρ)(ωτ(1) ∧ · · · ∧ ωτ(k) ∧ ηρ(1) ∧ · · · ∧ ηρ(l))

1



両辺を (v1, . . . , vk+l) ∈ V k+lで評価すると，授業での定義より

(ω ∧ η)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
τ∈Sk,ρ∈Sl

sgn(τ) sgn(ρ)

×
∑

σ∈Sk+l

sgn(σ)ωτ(1)(vσ(1)) · · ·ωτ(k)(vσ(k))ηρ(1)(vσ(k+1)) · · · ηρ(l)(vσ(k+l))

τ, ρに関する和を実行すると，示したい式の右辺になっている．

問題 139 略

問題 140 (1) 与式の右辺においてXlを fXl, f ∈ C∞(U)に取り換えたものは∑
1≤i≤k+1,i ̸=l

(−1)i−1Xi(fω(X1, . . . , X̌i, . . . Xk+1))

+ (−1)l−1fXlω(X1, . . . , X̌l, . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<j≤k+1,i ̸=l,j ̸=l
(−1)i+jfω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̌i, . . . X̌j , . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i=l<j≤k+1

(−1)i+jω([fXi, Xj ], X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j , . . . , Xk+1)

+
∑

1≤i<j=l≤k+1

(−1)i+jω([Xi, fXj ], X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j , . . . , Xk+1)

Leibniz ルールより，この式は元の右辺の f 倍に次を加えたものである．

k+1∑
i=1,i ̸=l

(−1)i−1Xi(f)ω(X1, . . . , X̌i, . . . , Xk+1)

+
∑
l=i<j

(−1)i+j(−Xj(f))ω(Xi, X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j , . . . , Xk+1)

+
∑
i<j=l

(−1)i+jXi(f)ω(Xj , X1, . . . , X̌i, . . . , X̌j , . . . , Xk+1)

第 2項・第 3項は反対称性を使って ωの引数の順番を入れ替えると∑
l<j

(−1)jXj(f)ω(X1, . . . , X̌j , . . . , Xk+1) +
∑
i<l

(−1)iXi(f)ω(X1, . . . , X̌i, . . . , Xk+1)

と等しく，これは第 1項とキャンセルする．以上の計算より右辺はXlについてC∞(U)
線形である．

(2) 隣接互換を行ったときに符号が変わることを示せばよい．与式の右辺を第 1項と第 2
項に分けて考える．

第 1項 =
k+1∑
i=1

(−1)i−1Xiω(X1, . . . , X̌i, . . . , Xk+1)

第 2項 =
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, . . . , X̌i, . . . X̌j , . . . , Xk+1)

第 1項でXlとXl+1を入れ替えるとき，

2



(a) i /∈ {l, l + 1}の項は (−1)倍される．

(b) i = lの項は i = l + 1の項の (−1)倍になる．

(c) i = l + 1の項は i = lの項の (−1)倍になる．

より第 1項は全体として (−1)倍されることが分かる．

同様に，第 2項でXlとXl+1を入れ替えるとき，

(a) {i, j} ∩ {l, l + 1} = ∅の項は (−1)倍される．

(b) i = l, j /∈ {l, l + 1}の項は i = l + 1, j /∈ {l, l + 1} の項の (−1)倍となる．

(c) i = l + 1, j /∈ {l, l + 1}の項は i = l, j /∈ {l, l + 1} の項の (−1)倍となる．

(d) i /∈ {l, l + 1}, j = lの項は i /∈ {l, l + 1}, j = l + 1の項の (−1)倍となる．

(e) i /∈ {l, l + 1}, j = l + 1の項は i /∈ {l, l + 1}, j = lの項の (−1)倍となる．

(f) i = l, j = l + 1の項は (−1)倍される．

より，第 2項も全体として (−1)倍されることが分かる．

以上より右辺でXl, Xl+1を入れ替えると (−1)倍される．

(3) ω =
∑

j1<···<jk ωj1,...,jk(x)dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk とおく．このとき

dω =
∑
l

∑
j1<···<jk

∂ωj1,...,jk
∂xl

dxl ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk

=

k∑
a=0

(−1)a
∑

j1<···<jk

∑
ja<l<ja+1

∂ωj1,...,jk
∂xl

dxj1 ∧ · · · ∧ dxja ∧ dxl ∧ dxja+1 ∧ · · · ∧ dxjk

であるから，添え字の列 i1 < i2 < · · · < ik+1に対して

dω

(
∂

∂xi1
, . . . ,

∂

∂xik+1

)
=

k+1∑
a=1

(−1)a−1
∂ωi1,...,îa,...,ik+1

∂xia

これは右辺第 1項の X1 = ∂
∂xi1

, . . . , Xk+1 = ∂
∂xik+1

での値と等しい．またこのとき

[Xi, Xj ] = 0ゆえ，右辺第 2項は消えている．従ってX1 = ∂
∂xi1

, . . . , Xk+1 = ∂
∂xik+1

,

i1 < · · · < ik+1のときに与えられた等式が成立する．

U は座標近傍なので，任意のベクトル場は ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xm
の C∞(U)係数の一次結合で

表される．左辺はC∞(U)上多重線形かつ反対称，右辺もC∞(U)上多重線形かつ反対
称であることから，一般のX1, . . . , Xk+1 ∈ X(U)に対して等式が成立することが結論
される．

採点基準 　 3点．各小問を 1点づつとする．かなり細かい議論になるので，ある程度甘め
に見て，この解答ほど詳細が書かれていなくても状況を理解していて重要なポイントが議論
されていれば点数を与えたい．例えば，(1)では f を微分する項を計算し，それがキャンセ
ルすることが言及されているかどうか，(2)では第 1項と第 2項が各々(−1)倍されることが
言及されているかどうか，(3)では dω( ∂

∂xi1
, . . . , ∂

∂xik
)が正しく計算されていれば点数を与

えてよい．(このパターンに当てはまらない解答は個別に判断する．) 軽微なミスは減点し
ない．
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問題 141 (1) 局所座標を使ってXi =
∑m

j=1 fi,j(x)
∂
∂xj
と書けるとする．仮定から (fi,j(x))

は正則行列に値を持つC∞級関数である．このとき θi =
∑m

j=1 gi,j(x)dxjとおくと (gi,j)
は (fi,j)の転置の逆行列であり，従って gi,j(x)は C∞級．

(2) 問題 140の公式を使うと，

dθi(Xj , Xk) = Xjθi(Xk)−Xkθi(Xj)− θi([Xj , Xk]) = −aj,k,i

一方で問題 138の公式および性質 aj,k,i = −ak,j,iから，

1

2

∑
j′,k′

aj′,k′,i (θj′ ∧ θk′)(Xj , Xk) =
1

2
(aj,k,i − ak,j,i) = aj,k,i.

{Xi}は各点で基底をなしているから，以上より示された．

問題 142 メビウスの帯MにC∞級多様体の構造を導入する．MがHausdorff位相空間であ
ることの証明は省略する．π : [0, 1]×(−1, 1) →Mを射影とし，2つの座標系 (U1, φ1), (U2, φ2)
を以下のように定める．

� U1 = π((0, 1)× (−1, 1))，φ1 : U1 → (0, 1)× (−1, 1), φ1(π(x, y)) = (x, y).

� U2 = π({(x, y) ∈ [0, 1]× (−1,−1) : x 6= 1/2}，φ2 : U2 → (0, 1)× (−1, 1)は

φ2(π(x, y)) =

{
(x+ 1

2 ,−y) 0 ≤ x < 1/2

(x− 1
2 , y) 1/2 < x ≤ 1

とおく．φ1, φ2が同相写像であること，また座標変換が C∞級であることは省略する．
一般に向きづけられた多様体M で次の事実が成り立つ．

(U ;x1, . . . , xm)を連結な座標近傍とする．ある一点p ∈ U において ( ∂
∂x1

)p, . . . , (
∂

∂xm
)p

がTpMの向きを与えているとすると，任意の点q ∈ U に対して ( ∂
∂x1

)q, . . . , (
∂

∂xm
)q

は TqM の向きを与える．

この事実を認めてメビウスの帯M が向きづけ可能ではないことを示そう．M が向きづけら
れているとする．上の事実を用いると U1, U2は連結であるから φ1, φ2 は正の座標系である
か負の座標系であるかのいずれかである．従って座標変換 φ2 ◦ φ−1

1 のヤコビアンは（連結
成分によらず）常に正か常に負でなければならない．一方 φ2 ◦ φ−1

1 は集合

φ1(U1 ∩ U2) = {(x, y) ∈ (0, 1)× (−1, 1) : x 6= 1/2}

上で定義され，次で与えられる：

φ2 ◦ φ−1
1 (x, y) =

{
(x+ 1

2 ,−y) 0 < x < 1/2

(x− 1
2 , y) 1/2 < x < 1

従って座標変換は 0 < x < 1/2の領域においてヤコビアンが負，1/2 < x < 1の領域におい
てヤコビアンが正となる．これは上に述べたことと矛盾する．
事実の証明：基底 ( ∂

∂x1
)p, . . . , (

∂
∂xm

)pは与えられた TpM の向きと一致するか，一致しな
いかのいずれかである．向きが一致する点 pのなす部分集合を U1, 一致しない点 pのなす
部分集合を U2 とする．U = U1 t U2 であり U1 6= ∅ である．p ∈ U1 をとる．多様体の向
きづけの定義により pの近傍 V ⊂ U および V 上の座標系 (y1, . . . , ym)が存在して全ての点

4



q ∈ V に対して ( ∂
∂y1

)q, . . . , (
∂

∂ym
)qは TqM の向きを与える．必要ならば点 pを含む連結成分

をとることで V は連結と仮定してよい．ヤコビアン

∂(x1, . . . , xm)

∂(y1, . . . , ym)

は V 上のいたるところ消えない連続関数であり，また点 pで正である．従って V の連結性
からこのヤコビアンは V 上いたるところ正である．すなわち ( ∂

∂x1
)q, . . . , (

∂
∂xm

)qは全ての点
q ∈ V に対して TqM の向きを与える．従って V ⊂ U1．以上の議論は U1が開集合であるこ
とを示している．同様にして U2も開集合である．U は連結と仮定していたので，U1 = U ,
U2 = ∅. 以上で事実が証明された．
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幾何学 I　演習問題 No.13 (2020年 7月 22日)

基本問題

問題 146 M , Nを向き付けられた多様体で，m = dimM , n = dimN とする．
このとき積多様体M ×NにはMの正の座標とNの正の座標をこの順序で並
べて得られる局所座標を正の座標とする向きが入る．積多様体N×Mにも同
様にして向きを入れておく．微分同相写像M ×N → N ×M , (x, y) 7→ (y, x)
はいつ向きを保つか．

問題 147 単位閉円板D2 = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}が境界付き多様体の構造を
持つことを確認せよ．またD2に標準的な向きを入れるとき，その境界の S1

に誘導される向きは左回りであることを確認せよ．

問題 148 (第 2可算公理を満たす)m次元多様体M の向きは次の 3つの同値
な概念で与えられることを確かめよ．ただしm ≥ 1とする．

(1) 各点 p ∈ M に対して接空間 TpM の向きが定められており，それは次
の意味で pについて連続に変化する．任意の点 p ∈ M に対して pを含
む座標近傍 (U ;x1, . . . , xm)が存在して任意の q ∈ Uに対して TqMの向
きは ( ∂

∂x1
)q, . . . , (

∂
∂xm

)qで与えられる．

(2) M のアトラス S = {(Uα, φα)}で任意の座標変換 φβ ◦ φ−1
α のヤコビア

ンが正となるものの同値類．ただし，そのような性質を持つ 2つのア
トラス S, S ′が同値であるとは，S ∪ S ′が再びその性質を持つ (つまり
座標変換のヤコビアンがつねに正となる)アトラスであること．

(3) M 上の至る所消えない滑らかなm-form ωの同値類．ただし，至る所
消えないm-form ω, ω′が同値であるとは，ある正の値をとる C∞級関
数 f : M → R>0が存在して ω′ = fωとなること．

標準問題

問題 149 単位閉区間 [0, 1]は向き付けられた境界付き多様体と見なせる．[0, 1]
の境界 {0, 1}に誘導される向きは何か．より一般に境界のない向き付けられ
たm次元多様体M に対してM × [0, 1]は向き付けられた境界付き多様体の
構造をもつ．∂(M × [0, 1]) =M × {0} tM × {1}に誘導される向きは何か．

問題 150 M を連結で向き付け可能な多様体とし，p ∈ M とする．M の向
きは TpM の向きを誘導するので，自然な写像

{M の向き } → {TpM の向き }

があるが，これが全単射であることを示せ．

1



問題 151 上半空間Hm = {(x1, . . . , xm) ∈ Rm : xm ≥ 0}を考える．U, V を
Hm の (相対位相に関する) 開集合，ϕ : U → V を C∞ 級同相写像とする1．
∂Hm = {(x1, · · · , xm) ∈ Rm : xm = 0}に対して ϕ(U ∩ ∂Hm) = V ∩ ∂Hmが
成立することを示せ．特にこのことから境界付きC∞級多様体の「境界」が
well-defined であることが分かる．(実際には ϕは同相と仮定するだけで結論
が成立する．)

問題 152 f : M → Rを C∞級写像．a ∈ Rを f の正則値とする．このとき
f−1((−∞, a])は境界付き多様体であることを示せ．

問題 153 Mを向き付け可能な多様体，f : M → NをC∞級写像，x ∈ Nを
f の正則値とする．このとき，M の部分多様体 f−1(x)は向き付け可能であ
ることを示せ．

問題 154 ベクトル解析で学ぶ以下の定理が，今回の授業で学んだ Stokesの
定理の特別の場合であることを確かめよ．各々の場合について境界の向きに
も注意せよ．

(1) Greenの定理：Dを境界が滑らかなR2の領域としたとき，∫
D

(
∂g

∂x
− ∂f

∂y

)
dxdy =

∫
∂D

fdx+ gdy

ただし ∂DにはDの内部を左側に見ながら進む向きが入っている．

(2) Stokesの定理：DをR3内の滑らかな境界付き曲面としたとき，∫
D

rotA · n dS =

∫
∂D

A · dℓ

ただし nはDの単位法ベクトルである．nの向いている側をDの表と
考えたとき，∂DにはDを左に見ながら進む向きが入っている．

(3) Gaussの発散定理：Ωを境界が滑らかなR3の領域としたとき，∫
Ω

divA dV =

∫
∂Ω

A · n dS

ここで nはΩの外向き単位法ベクトル．
1ただし Rmの部分集合 Aで定義された関数 f が C∞級であるとは，任意の x ∈ Aに対

して xの Rm での開近傍 Ux および C∞ 級関数 f̃x : Ux → Rが存在して f |Ux∩A = f̃x|Ux∩A

が成立することである．Rmに値をとる関数が C∞級であることも同様に定義される．この
問題における写像 ϕ : U → V が C∞ 級同相写像であるとは，(1) ϕが全単射であって，(2)
ϕを写像 U → Rmと考えたときに C∞級であり，(3) ϕ−1を写像 V → Rmと考えたときに
C∞ 級であること，と定義する．
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問題 155 正則関数に対するコーシーの積分定理
∫
C
f(z)dz = 0を Stokesの

定理から導け．

問題 156 M を向き付けられたm次元多様体，f : M → Rを C∞級の沈め
込みとする．ωをM 上のm− 1形式で f : Supp(ω) → R が固有 (proper)で
あるものとする．問題 153より部分多様体 f−1(t)は自然に向き付けられてい
ることに注意する．

(1) dω = 0であるとき，
∫
f−1(t)

ωは tによらないことを示せ．

(2) XをM 上のベクトル場で任意の点 p ∈M に対して dpf(Xp) = ( ∂
∂t
)f(p)

が成り立つものとする．ここで tはRの座標である．このとき

d

dt

∫
f−1(t)

ω =

∫
f−1(t)

LXω

を示せ．

問題 157 (Poincaré の補題) p ≥ 1とする．Rm上の p-form ω ∈ Ωp(Rm)が
dω = 0を満たすとき，ω = dηを満たす (p− 1)-form η ∈ Ωp−1(Rm) が存在す
ることを示せ．

発展問題

問題 158 Hmの (相対位相に関する)開集合U上の関数 f : U → R について，
次は同値であることを示せ．

(1) 任意の点 x ∈ U に対して xのRmでの開近傍 Uxと Ux上のC∞級関数
f̃xが存在して f |Ux∩U = f̃x|Ux∩U

(2) fはU \∂Hm上のC∞級関数であって，fの任意階の偏導関数 ∂kf
∂xi1 ···∂xik

は U 上の連続関数に拡張する．

3



幾何学 I　演習問題No.13 略解

問題 146 与えられた微分同相写像は向きを (−1)mn倍する．

問題 147 図を書いて考える．

問題 148 定義を理解する演習問題．(1)と (3)の関係については授業で説明した．

問題 149 Mの正の局所座標を (x1, . . . , xm)し，tを [0, 1]の座標とする．M× [0, 1]の正の局
所座標は (x1, . . . , xm, t)で与えられる．従って順番を入れ替えて (t, x1, . . . , xm−1, (−1)mxm)
も正の局所座標．このことから境界に入る向きは，M × {1}にはM の向きの (−1)m 倍，
M × {0}にはM の向きの (−1)m−1倍が入っている．

問題 150 問題 148より，

M の向き ⇐⇒M 上の至る所消えないm-form ωの同値類

である．ただしm = dimM．M は向き付け可能なので，M 上の至る所消えないm-form ω
が存在する．M 上の至る所消えないm-form の同値類の集合が [ω], [−ω]の 2つの元からな
ることを示せばよい．ηをM 上の至る所消えないm-formとするとき，あるゼロでない関
数 f : M → Rが存在して η = fωが成立する．M の連結性から f は至る所正か，至る所負
かのいずれかである．従って [η] = [ω]あるいは [η] = [−ω]である．

問題 151 ϕ(U ∩∂Hm) ⊂ V ∩∂Hm を示せばよい．(以下の議論においてϕとϕ−1を取り換え
るとϕ−1(V ∩∂Hm) ⊂ U∩∂Hm，すなわちV ∩∂Hm ⊂ ϕ(U∩∂Hm)も言える．) p ∈ U∩∂Hm

をとり，q = ϕ(p)とする．f = xm ◦ ϕ−1は V 上のC∞級関数であり，非負実数に値を持つ．
また f(q) = 0であるので，fは qで最小値を持つ．ここで q /∈ ∂Hmであれば，qは V の (Rm
の位相に関する) 内点であるから，f の qでの微分は 0である．一方で dqf = dpxm ◦dq(ϕ−1)
であり，ϕ−1は微分同相であることから dq(ϕ

−1)は同型．また dpxm ̸= 0．従って dqf ̸= 0．
これは矛盾であり，q ∈ ∂Hm でなければならない．

ϕが単に同相のときは，Brouwerの領域不変性 (invariance of domain)定理を使えば主
張が言える．

問題 152 沈め込みの局所座標表示からわかる．

問題 153 p ∈ f−1(x)に対して次の完全列がある

0 → Tpf
−1(x) → TpM

dpf−−→ TxN → 0

これから，TxN の向きと TpM の向きから Tpf
−1(x)の向きが誘導されることが分かる．つ

まり，m = dimM , n = dimN とするとき，v1, . . . , vm−n ∈ Tpf
−1(x) が正の基底であ

るのは，ある vm−n+1, . . . , vn ∈ TpM が存在して，v1, . . . , vn が TpM の正の基底であり
dpf(vm−n+1), . . . , dpf(vn)が TxN の正の基底になることとする．この向きが局所的には座
標で与えられることを確かめることができ，従って f−1(x)は向き付け可能である．
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